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ПРЕДИСЛОВИЕ

«Физический факультатив›› - самый молодой раздел журна-
ла «Квант» - он родился пять лет назад, в 1996 году. Статьи
этого раздела предназначены школьникам, проявившнм интерес
к тонким вопросам, нетривиальным задачам и физическим
парадоксам. Статьи ориентированы, в первую очередь, на учени-
ков физико-математических классов и школ, на физические
кружки и факультативы. Однако по объему требуемых знаний
они не выходят за рамки школьной программы по физике (или
снабжены необходимыми комментариями) и могут быть исполь-
зованы учителями для дополнительной работы с любым учени-
ком, интересующимся физикой и готовящимся к поступлению в
вуз физического профиля.



МЕХАНИКА

всплывмоший воздушный пузьпчзк
и закон Агхимвдл

Г. Кошкин

Представьте себе, что вы готовитесь к экзамену по физике,
расположившись на лесной опушке на берегу озера. Повторяя
второй закон Ньютона, вы хотите применить этот закон к
ДВИЖЄНИЮ ВСПЛЫВЗЮЩИХ СО ДНЗ ПУЗЫРЬКОВ ГЕІЗЗ. И ТУТ НЗЧИІ-18.-
ЄТСЯ ЧТО-ТО СТРЗННО-Є...

Сила тяжести, действующая на пузырек, раз в тысячу меньше
веса вытесняемой им воды (плотности воздуха и воды отличаются
примерно в тысячу раз), т.е. архимедовой силы. Сила сопротив-
ления, при жидком трении пропорцнональная скорости пузырь-
ка, поначалу мала, поэтому ее учитывать не стоит (о роли силы
сопротивления будет сказано дальше) _ Таким образом, ускорение
определяется, в основном, архимедовой выталкивающей силой:

У - У,,=_вї,,__~гд, <,,
Ш Ш

Здесь т - масса пузырька, У - его объем, р - плотность воды.
Пусть плотность газа ро. Тогда т = І/ро, и

а:-.і9==1039.
ро

Итак, ускорение пузырька порядка тысячи 9. Это очень
большая величина. (Вспомним, что ускорение, которое приходит-
ся переносить космонавтам и летчикам, достигает нескольких 9,
скажем до 109.) Если снаряд будет двигаться в стволе длиной
1 м с таким ускорением, то он сможет взлететь на высоту 1 км
(проверьте это самостоятельно); если внутрь нашего всплываю-
шего пузырька попадет букашка, она будет раздавлена в таком

Опубликовано в <Кваггге› МЗ за 1996 год.
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<:шфте›; и т.д. Поистине богатые возможности для изобрета-
телейІ

Впрочем, сидя на берегу озера, можно увидеть собственными
глазами, что на самом деле ускорение пузырька вовсе не так
велико. Вместо того чтобы сразу дать ответ на возникшую
загадку, зададим еще одну.

Пусть вы без труда можете поднять пудовую гирю, т.е. гирю
массой 16 кг, на высоту 1 м. А что если приложить силу, равную
весу этой гари, к камешку массой 1 г (или к копеечной монете)
на пути тоже в 1 м? Нетрудно сообразнть, что камешек после
этого взлетит на высоту 16 км. (Сопротивление воздуха не
учитываем. Ясно, =гго дело не в нем.) Что это - еще один
фантастический проект? Нет, на этот раз разоблачить автора
проекта совсем легко: поднимать придется не только камешек, но
и собственную руку! К каждому ее грамму нужно приложить
силу порядка 160 Н. Вся рука будет євеситьь несколько тонн, и
поднять ее не хватит сил. Таким образом, неподвижная или
движущаяся с небольшим ускорением рука может приложшъ к
грузу гораздо большую силу, чем рука, которая движется с
большим ускорением.

Но ведь при движении воздушного ггузырька в воде возникает
аналогичная картина. Когда пузырек поднимается, некоторая
масса воды устремляется вниз, заполняя освобожденное место.
Пузырек взаимодействует с движущейся, а не с неподвижной
водой. По-видимому, и сила, действующая со стороны воды на

пузырек, зависит от ускорения самой воды.
Закон Архимеда, записанный в обы=п-юм
виде РМ = ї/ру , неприменим к пузырьку,
движущемуся ускоренно!

Оказывается, задача о пузырьке очень
близка к задаче о движеъти грузиков,
связанных переброшенной через непод-
вижный блок нитью (рис.1). Нетрудно
увидеть аналошю между ними. Действи-

Т тельно, один из грузгпсов (массой т) как
а бы играет роль ггузырька, другой (массой

^ Т М) - роль воды, а натяжение нити (Т) -
роль выталкивающей силы.

Второй закон Ньютона в применении к
грузику массой т можно записать так:

` ,-..::.ЁЕ=т**:- "'-Ёї'Ёи±:ї'“;'..; і-

«Ё
*Т

М9 та=Т-ту. (2)

РИ0- 7 Если грузик массой т удерживать, то
6



натяжение нити Т окажется численно равным весу другого
грузика Му (весу «вытесненной› воды). Подставив Т = М9 в
уравнение (2), получаем

0 = Шу (неверно!). (3)
т тп

При М >> т оказывается, =по а >> 9. Этот вывод своей нелепо-
стью похож на вывод об огромном ускорении пузырька (см.
выражение (1)). Причина обеих ошибок одна и та же: необходи-
мо учитывать движение грузика массой М и движение «вытес-
ненной› воды. Напомним, что для правильного решения задачи
о грузиках нужно записать еще уравнение второго закона
Ньютона для грузика массой М:

Ма = М9 - Т (4)

и решить систему уравнений (2) и (4). Отсюда
М-т

“-же (5)
2 МТ=_ї__9_
М+т

При М >>т получается, что а=«9, Т-КМ9, и это вполне
СООТВЄТСТВУЄТ ДЄЙСТВИТЄЛЬНОСТИ.

Можно решить эту задачу и другим способом - воспользо-
ваться законом сохранения энергии. При смещении грузика
массой т вверх и, соответственно, грузика массой М вниз на
расстояние І: потенциальная энергия системы уменьшится на
величину Мун - туіг. Кинетическая энергия увеличится на
величину то:/2 + М02/2 . где о - скорость грузиков (начальную
скорость считаем равной нулю). Прнравняв изменения энергии:

2 2
Мун-т9І2=%+%.

НЗХОДНМ
М_

из =2---т-ул.
М+т

или (см. равенство (3))
Ы* = им. (6)

Такая связь скорости и перемещения характерна для дви-
жения с постоянным ускореннем. (В нашем случае а=

7



-_= (М - т)9/(М + гл) .) Воспользу-
І 1 _ ` І - __ - емся этим для решения задачи о

- ': - движении тела в жидкости. Прав-
- - да, привести полное решение зада-

д__Ѕ:_:,,, ` ..__:___:_ - чи о воздушном пузырьке мы не
1 `-.._:..»' : і1-~_:___-_- сможем. Дело в том, что распреде-

РИс._2'" _ _ _ ление скоростей жидкости вокруг
пузырька слишком сложное (рис.

2). Однако мы решим похожую задачу.
Рассмотрим движение длинного стержня радиусом г, длиной

І и массой т вдоль оси заполненной жидкостью плотностью О
трубки радиусом К<<І (рис. 3). В этом случае движение
жидкости леп<о рассчитать. Вытесняемая верхней частью стерж-

ня жидкость смещается вниз и заполняет
212 _ место, освобождаемое нижней частью

- Т 1* - _: стержня.
_ """:; _. Если исключить небольшие участки

__ _ вблизи торцов стержня, то скорость
- _ жидкости всюду между стержнем и стен-

: ками трубки оказывается одной и той
; _ - же. Обозначим через о скорость стерж-

- - _ ня, а через о, - скорость воды, движу-
щейся между стержнем и стенками труб-

- - __ ки, в тот момент, когда стержень под-
нялся на высоту І: от уровня, на котором

_ "' его скорость была равна нулю. Прирав-
__ -:-`-- :_ няв объем лт2оМ жидкости, вытеснен-

_ ной стержнем за малый промежуток
РИС. 3 2 2времени Аг , объему тс(Е - г )о,А± жид-
кости, прошедшей за это же время между стержнем и трубкой,
находим

ап"--(""ц,` г'<-тк

\
\ ,І Ё `

\
Ё

~..,1'
\тІц`(-...ІІ,Р

\І__,.-"

чц.,,,,__(ы-

-4-4--1- --...<.ё--

--.|-<.І-
.(----

-+.ю

Ч

'ї
І \

1.3-ц

72

”т=“т%”-К -г

За время, пока стержень поднимется на высоту Іг, масса
жидкости, равная 1/р (здесь У = пгзі - объем стержня),
опустится на Іт, тогда уменьшение потенциальной энергии стер-
жня и жидкости будет равно Уруіг - т9І1. Кинетическая же
энергия системы будет равна то:/2 + тд? /2, где т, - масса
движущейся жидкости. Кинетическую энергию жидкости удобно

8



записать в виде

111103 _ “(122 " '2)ІР 02 _ Ургд 2 _ Атод
2 2 '"2(д2_,2)0' 2 .
1/рт2где ат = -Е-5%-.

- г
Воспользовавшись законом сохранения энергии, получим

2 2то от
Ур9І1-т9Іл- 2 + -Ё-Ё-,

откуда
У - т

1.12 = 2 -&-9/1.
т + Ат

Такой зависимости скорости от перемещения отвечает движение
с ускорением (см. выражение (6)), равным

1/р - т
= ---_ . 7а т + Ат 9 ( )

Следовательно, стержень движется так, будто бы его масса
увеличилась на величину Ат, а выташсивающая сила осталась
равной гидростатической архимедовой силе (1/ру). Величину
Ат называют присоединенной массой. Это чисто формальное, но
удобное толкование равенства (7). Формула (7) получается из
неправильной формулы (1) добавлением в знаменателе слагае-
мого Ат. (Отметим, что подобным же образом формула (5)
получается из (3) добавлением в знаменателе слагаемого М.)

Силу РМ, с которой движущаяся жидкость действует на
стержень, теперь легко получить из второго закона Ньютона:

У Ат«=Р...,-пе.Р..,.-т(9+«›=т9-Ё. <в›
К2

В частности, если т<< Ат , то РМ = ту -Т; при В --г выталки-
вающая сила оказывается порядка веса? стержня (и не имеет
отношения к весу вытесненной воды). Если же т >> ат, то
РМ =.-, 1/ру, т.е. возвращаемся к закону Архимеда в обычном
виде.

Для шарика, в частности для пузырька, расчет дает такой
результат. Кинетическая энергия жидкости равна 1/рдї* /4, где 1/
-~ объем шарика, о - его скорость. Тогда присоединенная масса
для пузырька составляет Ат = Ур/2, т.е. она равна половине

9



МЗССЫ ВЬІТЄСНЄНІ-Юй ВОДЫ. ПУЗЫРЄК ВСПЛЫВЗЄТ С УСКОРЄНИЄМ

У -У,=ід9,2,_
Ур0+Ур/2

Выталкивающая сила РМ = Зту, т.е. приблизительно равна
тройному весу неподвижного пузырька (и во много раз меньше
веса вытесненной воды).

Теперь вспомним 0 силе сопротивления. Для пузырька газа в
жидкости она определяется формулой РС = 12тщп›, где г -
радиус пузырька, 0 - его скорость, т1 - коэффициент вязкости
среды.' С учетом- силы сопротивления уравнение движения
пузырька запишется так:

(т+Ат)а=Уру-ту-11. (9)

Очевидно, что РС уменьшает ускорение (а значит, и скорость)
пузырька по сравнению с тем случаем, когда мы не учитываем
сопротивление жидкости. Однако, если (4/З)тгт3р9 >>121гг|го,
т.е. при 0 << ггру/(911), силой сопротивления можно пренебречь.
Например, если речь идет о пузырьке радиусомд г = З мм,
движущемся в воде (р = 1 г/смз , 11 = 1,0-104 г/(см - с)), то его

2скорость должна быть много меньше величины во = г ру/(9т|) =
= 10 м/с. Прикинем, на каком пути но пузырек достигнет такой
скорости. Для грубой оцешш воспользуемся равенством гр: = 2а};0,
где а = 39:

2
110 = Ё- == 1,5 м.

69
Таким образом, на пути 1,5 м силой сопротивления можно
пренебречь. При этом со = 10 м/с - это предельная скорость,
которой может достичь всплывающий пузырек газа в воде.

1 Приведенная формула справедлнва при рог» 11. Если ригч:г|,
Коэффициент 121: следует заменить на 421. Для твердого шарика при
риг<<г| коэффициент равен 6: (формула Стокса).

2 Пузырек большего радиуса не может сохранить шарообразную
форму (подобно падающей дождевой капле, деформируемой силой
давления воздуха).



О ЗАКОНАХ КЕПЛЕРА

А. Черноуцан
Законы Кеплера не входят в программу курса школьной

физики, их проходят в курсе астрономии. Тем не менее, законы
Кеплера часто используются при решении физических задач,
особенно олимпиадных, и поэтому содержание этих законов
нередко знакомо школьникам «с физическим уклоном» задолго
до изучения астрономии. Точнее - они обычно знают их
формулировку, а вот откуда они берутся, остается покрытым
мраком. А ведь известно: если сам можешь вывести формулу или
закон, то он «и сердцу дороже, и рукам удобнее›, т.е. и
применять его будешь увереннее. В этой статье мы постараемся
частично исправить положение. Частично - потому что поясним
«происхождение» второго и третьего законов Кеплера, а вот
первый примем без доказательства, он нам пока не по зубам.

Начнем с того, что повторим формулировку законов Кеплера,
причем в современном виде:

1 ) Любое тело (у Кеплера - планета) в центральном поле
тяготения движется по замкнутой орбите, представляющей собой
эллипс, в одном из фокусов которого
находится центр поля (у Кеплера - ,'д
Сошще). Заметим: речь идет только о Ё., :. 6 ОМ,гиг

_ › _ 1›;.(1¦.НЁҐ'.,,.телах, совершающих финитное дви-
жение, т.е. не уходящих на бесконеч-

1 Ъ '

ность. г
2) Радиус-вектор, соедгшяюший .іы-5,"

.-`-1центр поля с движущимся телом, за ,ни
одинаковые промежутки времени за- д,›~'
метает одинаковые площади. Для ко- “'
личественной формулировки вводят
так называемую секторную скорость
тела з', равную площади, заметаемой РИ0-1

Опубликовано в 41-Свантеь .І\Е›2 за 1996 год.
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за единицу времени (рис.1):
__ш_1.5 -М-2ъ›гЅ1по.. (1)

Другими словами, второй закон Кеплера утверждает, что сектор-
ная скорость при движении не меняется.

З) Отношение квадратов периодов обращения двух тел вок-
руг центра поля равно отношению кубов больших полуосей их
орбит:

-Ё,-`Ё. ЁЁ
ЁЁС0-'СН

Этот закон легко вывести для круговых орбит, где большая
полуось эллипса вырождается в радиус окружности.

Теперь перечислим те факты и законы, которые нужны нам
для обсуждения законов Кеплера.

Сначала - немного математики. По определению эллипс естъ
геометрическое место точек на плоскости, сумма расстояний от
которых до двух данных точек (фокусов эллипса) постоянна.

Эта сумма равна большой осиС _` эллипса АВ - 2а, где точка А --
Д"жк самая близкая к фокусу О, , точ-

А ""' б'-"О"'"`б""" В ка В - самая от него удаленная
І ' тд, (рис.2.). Площадь эллипса рав-

` на$=паЬ,гдеаиЬ-большая
рт; 2 и малая полуоси эллипса.

Теперь - физика. Потенци-
альная энергия материальной точки массой т в цет-ггральном поле
тяготения равна

ЕР =_@Ш
г

где О - гравитационная постоянная, М - масса тела, создаю-
щего поле, г - расстояние до центра поля. (Сравните эту
формулу с потенциальной энергией взаимодействия двух разно-
именных зарядов. Аналогия - очевидна.) Полная механическая
энерптя Е (кинетическая плюс потенциальная) материальной
точки сохраняется. Условие фишгтности движения имеет про-
стой вид: Е < 0 (если точка уйдет на бесконечность, ее кинети-
ческая энергия будет больше нуля или равна нулю).

Нам понадобится еще один фундаментальный закон сохране-
ния - закон сохранения момента импульса. Напомним его
определение. Момент импульса равен векторному произведению
12



радиуса-вектора движущейся точки, проведенного из центра
поля, на ее импульс:

-І -4*!

І. = [г-р]›
или

І. = гтозіпа, (2)

а направление вектора Е определяется по правилу буравчика
(если вращать рукоятку буравчика от вектора Ё к вектору Ъ, то
направление движения буравчнка укажет направление вектора
Е ). В центральном поле момент импульса сохраняется:

а Ё а " » 4 (1 "
___.. = ...і . р + Ґ. і = О
аж: ти 4:

д Ё з _.
(первый член равен нулю всегда, так как Ё = и|| р, а второй

(1 р -› -Ь
- потому что в центральном поле Ё = Р ІІ г ).

Незаметно мы подошли к объяснению второго закона Кепле-
ра. Оказывается, этот закон - просто закон сохранения момента
ИМПУЛЬС-3., И ВЫПОЛНЯЄТСЯ ОН (В ОТЛИЧИЄ ОТ ПЄРВОГО И ТРЄТЬЄГО)
ДЛЯ ./1106020 ЦЄНТРЗЛЬНОГО ПОЛЯ, 3. НВ ТОЛЬКО ДЛЯ ПОЛЯ ТЯГОТЄННЯ.
Секторная скорость (1) выражается через момент импульса (2)
таким образом:

, І.
з=--

2т

Перейдем к третьему закону Кеплера. Период движения по
зллипсу равен отношению площади эллипса к секторной скоро-
сти:

паб 2ттаЬ
Т = ---- = -і

з' І,/т '

Чтобы выразить а и Ь, напишем выражения для энергии и
момента импульса для точек А и В (см. рис.2):

2то тМ
-і - С ---- = Е,

2 г
тег = І..

Почему эти уравнения написаны именно для точек А и В? Да

13



потому, что скорость и радиус-вектор перпенликуляръш друг
другу (т.е. зіпа = 1) только в самой близкой и самой далекой
точках. Исключая скорость, получим квадратное уравнение

Ь 2
т2+---смт------(/т) =0_

Е/т 2Е/т
Запишем для этого уравнения теорему Виета:

ом (1./т)2
т +1 =--- гг =-М,

1 2 Е/т' 12 2Е/'т

'Ё "' 72Получаем, что большая полуось а = -Г выражается только
через энергию тела, точнее - через удельную энерптю Е/т:

СМ
а=-і

2Е/т'

Напомним, что Е < О. Обратите внимание: если Е -› 0, то
0 -› Ф, т.е. движетше становится инфинитным. Теперь найдем
малую полуось Ь из треугольника О,СО, где типотенузу опреде-
лим из условия О,С+ СО2 = 2; + г2:

2 2 2---1--от-12-112 2 ' 2 25 т /“Ё/т '
Для периода движения получаем

ао 2пСМ 21: адт = 21г_ = Мп- = -_.: ,
Ь/т (-25/т) ~/ом

Итак, мы вывели третий закон Кеплера. Но попутно мы
получили еще одно полезное утверждение. Оказывается, и
период движения, и большая полуось эллипса однозначно связа-
ны с удельной энергией тела Е/т. Как это можно понять? Ну
например, представьте себе, что из некоторой точки одновремен-
но, но в разные стороны запущены несколько спутников с одной
и той же начальной скоростью. Теперь мы знаем, что они
вернутся в исходную точку одновременно. Красиво, не правда
ли?



ПОД КАКИМ УГЛОМ ОТСКОЧИТ МЯЧ?

С. Хорозов
В общем случае задача формулируется так. Мяч подле-тает к

плоскому массивному телу (бетонная стена, горизонтальная
асфальтированная площадка и т.п.) под некоторым углом. При
этом мяч может вращаться с некоторой угловой скоростью вокруг
произвольной оси. Под каким углом он отскочтгг?

Несколько сузим задачу - рассмотрим случай, когда ось
вращения мяча перпендикулярна плоскости его падения на
стену. Привычное «угол падения равен углу отражения› придет-
ся отбросить, если мы не хотим ограничиваться тривиальным
случаем, когда трения нет. Решая задачу, будем предполагать,
что составляющая скорости мяча, перпендикулярная стене, в
процессе столкновения меняет только знак, но не меняет своей
абсолютной величины, и что учет силы тяжести не оказывает
сколько-нибудь заметного влияния на ответ. Второе предположе-
ние вполне обоснованно: оценка времени отскока мяча дает
несколько сотых долей секунды; это значит, что упругие силы в
момент удара приблизительно на два порядка превосходят силу
тяжести.

_ Обсудим сначала частный случай задачи: мяч со скоростью во
подлетает к стене под углом 90° к ее поверхности, вращаясь с
угловой скоростью то вокруг оси, параллельной стене. Пусть
МЦ) - зависимость от времени силы упругой реакции стены.
Время будем отсчитьтвать от момента, когда мяч пришел в
соприкосновение со стеной. Если ц - коэффициент трения
скольжения мяча по стене, то в момент времени с составляющая
скорости мяча, параллельная стене, определяется формулой

І
1-1:,~,(г) = -'|.М(±)а:_
т

О

где т -- масса мяча. Зависимость от времени угловой скорости

Опубликовано в еКванте› І\'їэ4 за 1997 год.

15



мяча дается формулой
І

<.›(:)=а, -$Ім(±)а±,

где К - радиус мяча, а І - его момент инерции (мы предпо-
лагаем, что удар не очень сильный и деформация мяча мала по
сравнению с его радиусом). Записанные формулы справедли-
вы только до момента времени т, в который закончится про-
скальзывание мяча по поверхности стены, - ведь мы восполь-
зовались законом, справедливым только для си.ты трения сколь-
жения. Интуитивно ясно, что при малых значениях коэффици-
ента трения |1 проскальзывание может продолжаться в тече-
ние всего времени отскока (времени, в течение которого мяч
находится в контакте со стеной), а при больших значениях 1.:
проскальзывание может прекратиться, когда мяч еще прижат к
стене. Это значит, что в момент времени т , когда проскальзы-
вание прекратилась, параллельная стене составляющая скорос-
ти мяча равна '

о,(т) = Ксо(т),
и мяч начинает просто катиться по стене. Потерямн энергии мяча
в процессе качения мы будем пренебрегать. Следовательно,
начиная с момента времени 1” угловая скорость и х-составляю-
щая скорости мяча постоянны. Подставив в последнее равенство
выражения для их и со , получим

1 со В
І~(Ё)сіЁ = -'Ф-.
О и М*

т І
_._+_._

Зашпцем момент инерции мяча в виде І = утдд, где 7 = 2/5, если
мяч сплошной и однородный, и у = 2/З, если мяч - надутая
воздухом массивная оболочка (например, футбольный мяч).
Тогда

' ксо ту1мп ул = ;_
и(ї +1)о

Рассмотрим теперь вопрос о том, в каких случаях время
проскальзывания т меньше времени Т контакта мяча со стеной
и в каких случаях - больше. Условие, что проскальзывание
прекратилась не позже чем мяч перестал касаться стены, можно
16



ЗЗҐІИСЗТЪ В ВИДЕ
Т 1:

ІМ(г)д± 2 ІМ(±)д±,

или, поскольку левая часть есть просто изменение перпендику-
лярной к стене составляющей импульса мяча, которое, в соответ-
ствии со сделанным в начале предположением, равно 2то0,

1 со Кту
2тъ›0 2 І..'\'($)д± = М.

О |.1(у + 1)

Отсюда получаем
(водум 2і= и..200 (у +1)

Если р больше критического значения коэффициента трения
пк, то время проскальзывания мяча по стене меньше времени Т
контакта мяча со стеной, а если 1.1 не больше пк , то проскальзы-
вание будет длиться в течение всего соударения. При 1.1 211,, для
составляющей скорости, параллельной стене, и угла отскока от,
имеем

ш0Ку вводу
Ъ.: = их = т"'_""-", = +1,

1 + 1 со (у + 1)
а при р Ѕрк

од = од (Т) = 2ро0, 130., = 2р,.

В частном случае, когда сплошной мяч (шар) катится по
горизонтальной поверхности и сталкивается с вертикальной
стеной, (0012 =о0 и рк = 1/7, поэтому при |.т грн

та -±-3 ..81“ї+1_7,Ц'=15,9.

Мы получили интересное предсказа- то _
ние - независимо от массы, радиуса, /_ Ъ” Ё
скорости сплошного мяча и коэффици-
ента трения его о поверхность стены
угол отскока мяча не превосходит 16°. _

Теперь рассмотрим, как и намере- - ,=
вались, более общий случай - мяч 00 """ ~ Ё\` ач

подлетает к стене под углом от 1: 0, ~,59__Г`}
` І 1,

\`д,д

І
І
І
І
І

--.-

Ч"

'Ч

Ч

о
вращаясь с угловой скоростью со О вок- '
руг оси, перпендикулярной плоскости ________іь__і
падения (рис.1). Будем по-прежнему Рис.1

2 Іірпложеппт- «Квант» .\і› З 17



считать составляющую скорости, перпендикулярную стене, рав-
ной оо. Тогда составляющая начальной скорости, параллельная
стене, равна од, = оосєао. Если мяч вращается против часовой
стрелки, то по аналогии с рассмотренным частным случаем
можно написать '

І

ил) = - 5 І~<±›«н,
ан) = -ь, + -*'%Ё1.~(±)а±.

действуя так же, как и раньше, можно найти критическое
значение коэффициента трения:

Д = (0.т0 +ш0в)ї

" 2:›0(у +1) '

:т-составляющую скорости мяча и угловую скорость его вращения
после отскока при |.т грн:

0 - со Ку
*Ь = ”,(*) =

Ф = Ф (Т) = 

К(у + 1) '
Мы не будем приводить соответствующие формулы для случая
р. Ѕрк - при желании вы сможете вывести их сами.

Пришло время выяснтгть, насколько полученные нами фор-
мулы соответствуют опыту. Для этого было проделано два
эксперимента.

Эксперимент 1. Мяч катится по гориэонтальному столу со
скоростью несколько метров в секунду, ударяется о вертикаль-

ную стену и отскакивает от нее
(рис.2). Мяч - сплотпной шар, об-

____.---®°'і..__ ладающий очень хорошим отскоком
,-Ё" ® ІІ: ""-ЁА (при падении без начальной скорос-

ти на твердое основание с высоты 12
1 он подпрыгивает на высоту, боль-

рид_ 2 шую чем 0,8І1, т.е. его скорость меня-
ется меньше чем на 10%). Диаметр

мяча 3,5 см, край стола отодвинут от стены на 2,7 см. Отскочив
от стены, мяч перелетает через планку, высота которой над
столом может варьироваться. Планка располагается приблизи-

18



тельно посередине между стеной и точкой стола А, в которой мяч
после отскока падает на стол.

Если расстояние от стены до точки А равно І и при этом мяч
перелетел (с небольшим запасом) через планку, установленную
на высоте /1, то угол отскока ст, находится из уравнения ща, =
= Щ:/І . В разных измерениях І изменилось в пределах 1 - 1,7 м.
Результат: ст, = 30", возможная ошибка: 1,5-2°.

Сразу бросается в глаза существенное расхождение между
расчетом и результатом эксперимента. Если даже принять во
внимание, что горизонтальная составляющая скорости за счет
неидеально упругого столкновения уменьшается на 10%, то
предсказание все равно драматически отличается от результата
эксперимента. Влияние щели между столом и стеной, которая
оставлена, чтобы избежать одновременного взаимодействия мяча
со стеной и столом, на угол отскока незначительно (меньше
одного градуса). І-Іеучтенный в расчете эффект силы тяжести
мал, да к тому же он только уменьшил бы угол отскока. В чем
же дело?

Прежде чем попытаться ответить на этот вопрос, давайте
посмотрим, насколько соответствует наш расчет второму экспе-
рименту.

Эксперимент 2. Такой же, как и в эксперименте 1, мяч
подвешен на тонкой нити длиной 130 см так, что он едва касается
вертикальной стены в некоторой точке О. Мяч отводнм от
положения равновесия приблизительно на 60 см, устанавливаем
над точкой, координаты которой относительно стены и точки О
намерены, и отпускаем. Угол падения, следовательно, мы знаем.
Для того чтобы измерить угол отражения, достаточно повторить
опыт несколько раз и подобрать такое положение вертикального
стерженька, чтобы мяч пролетел как раз над ним. Измерив
координаты этого стерженька, можно найти угол отражения ст,
после первого отскока. Точно так же измеряется угол от, -- угол
отражения после второго удара о стену. Заметим, что, хотя
крутящий момент нити невелик (нить тонкая), следует время от
времени давать ей возможность раскрутиться.

Рассчитаем углы первого и второго отскоков мяча от стены.
Перед столкновением со стеной мяч не вращался (шо = 0) н мяч
у нас сплошной ( у = 2/5), поэтому после первого столкновения

5 о о
1:от=-І:а,о =--'Ё-9-,ш=-і.
8* 78 ° " у+1 1 Н(у+1)

Отскочив от стены, мяч вскоре снова вернется к стене, знак х-
составляющей его скороспт изменится, а направление его враще-
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ния, конечно, останется прежним. Для угла второго отскока
получим

15
_ 118112 =ї9-ЁЗСІ0.

Численные значения рассчитанных и нзмеренных углов (в
градусах) приведены в таблице:

го

Ёи

-то

ї __~4

рассчнт рассчнт экспср

Знак 4: - › в последнем столбце означает, что мяч, подлетая к
стене слева, отскакивает опять налево, хотя по расчету он должен

отскочить направо (рис.З; здесь О
(Р 73 23 729 О - исходное положение мяча, 1,, и
`@_ Ф 2,, - рассчитанные направления

,Ґ первого и второго отскоков, 13 н 23
;' - экспериментальные направления

К" ,І отскоков, стрелки - направления
1.* вращения мяча). В чем же причина

` ' расхождения результатов расчета и
рИс_ 3 эксперимента? Точного ответа у ав-

тора нет. Но все же обсудим веро-
ятную причину расхождения.

Рассмотрим столкновение катящегося по столу мяча с верти-
кальной стеной (эксперимент 1). Начнем с вопроса: почему мы
думаем, что проскальзывание мяча по поверхности стены неиз-
бежно? Ответ: если бы проскальзывания не было, это означало
бы, что мяч почти мптовенно получил вертикальную (вдоль
поверхности стены) составляющую скорости, равную свод, а
это, в свою очередь, требует бесконечно большой силы трения,
что нелепо. Этот ответ правилен, но только при условии, что мяч
(шар) в процессе столкновения не имеет тангенциальных (на-
правленных вдоль поверхности) деформаций. Чтобы пояснить
сказанное, рассмотрим такой мысленный опыт. Имеется практи-
чески недеформируемое очень легкое кольцо. На него надето
очень много маленьких (и очень легких) грузиков, соединенных
невесомыми нружинками, которые без трения могут перемещать-
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ся по кольцу. Масса всей системы равна сумме масс грузиков.
Кольцо, вращаясь с угловой скоростью шо вокруг оси, парал-
лельной стене, подлетает к стене под углом 90' и сталкивается со
стеной (все, как с мячиком в эксперименте 1). Будут ли проскаль-
зывать грузики по стене? Вовсе не обязательно. Точнее, время
проскальзывания может оказаться во много раз меньше времени
соударения кольца со стеной. Ведь сила реакции опоры, а
следовательно, н сила трения определяются изменением нор-
мальной к стене составляющей импульса очень большого числа
грузиков, а остановить надо один или несколько грузиков,
которые касаются стены. Это может произойти за очень малое,
по сравнению со всем временем отскока, время. Остальные (пе
находящиеся в контакте со стеной) груэики продолжают двигать-
ся по инерции, сжимая н растягивая соединяющие их с соседями
пружинки. Это значит, что трение скольжения может быстро
смениться трением покоя, и, следовательно, потери энергии
вращения кольца на нагреванне будут незначительными. За счет
этой сэкономленной энергии кольцо в целом и приобретает
большую, чем в случае недеформируемого и относительно долго
проскальэывающего по стене кольца, вертикальную составляю-
шую скорости.

Итак, гипотезу о причине расхождения <стандартного› реше-
ния задачи об угле отскока мяча с опытом можно сформулиро-
вать так: за счет тангенциальной деформации мяча в процессе
удара о стенку проскальзывание мяча прекращается существенно
раньше, чем дают выведенные нами формулы, и значительная
часть энергии вращения переходит в кинетическую энергию,
связанную с движением мяча вдоль стены. Попробуем проверить
нашу гипотезу. Вычислим угол отскока мяча в условиях экспе-
римента 1, предполагал, что вся энергия вращения переходит в
энергию вертикального поступательного движения. Из равен-
ства

Ей - Ш
2 2

получаем
их 2

15391 =;'= иа, =З2.3°.
о

Этот результат немного больше экспериментально иэмеренного,
что вполне естественно, так как кратковременное проскальзыва-
ние, видимо, все-таки есть. Во всяком случае, это довольно
вескнй аргумент в пользу рассмотренной птпотеэы.



КУДА ПРОСКОЛЬЗНЕТ ПАЛОЧКА?

А. Черноуцан

Поставим тонкую палочку вертикально на горизонтальную
плоскость и отпустим. Палочка начнет падать, а ее нижний конец
через некоторое время сдвинется с места и будет скользить по
плоскости. Можно ли заранее предсказать, куда сдвинется
нижний конец - в ту же сторону, куда упадет палочка, или в
противоположную?

В одном случае ответ хорошо известен: если трения нет, то
палочка сразу же начнет проскальзывать в сторону, противопо-
ложную падению. Объяснение очень простое - в отсутствие
горизонтальных внешних сил центр масс палочки может смешать-
ся только по вертикали. Можно ожидать, что при малом трении
направление проскальзывания будет таким же, причем начнется
проскальзывание при небольшом отклонении палочки от верти-
кали. А вот при достаточно большом трении ответ уже не столь
очевиден. Интуитивно чувствуется, что если палочка не начнет
проскальзывать при небольших углах отклонения, то потом за
счет приобретенной горизонтальной скорости она скорее про-
скользнет вперед. по движению (верхняя часть палочки «потя-
нет› за собой нижнюю). Чтобы проверить такое предположение,
проведем расчет движения палочки и найдем, при каком наклоне
палочки начнется проскальзывание и куда будет в этот момент
направлена сила трения (она всегда направлена против направ-
ления проскальзывания).

Для проведения расчетов нам понадобятся некоторые про-
стые сведения из динамики твердого тела. Во-первь1х, при
вращении твердого тела вокруг неподвижной оси выполняется
уравнение динамики

М=Іє,
где М - момент внешних сил относительно оси вращения, 1: -
угловое ускорение, а І - момент инерции тела относительно оси.

Опубликовано в <Квавте› Мг-4 за 1998 год.
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Это уравнение для описания вращательного движения играет
такую же роль, как второй закон Ньютона - для поступательно-
го. В случае если ось вращения проходит через конец палочки,
ее момент инерции равен І = ті*/3, ,где т - масса и І - дтша
палочки. Во-вторых, кинетическая энергия вращающегося твер-
дого тела равна Іш2/2, где аэ - угловая скорость вращения.

Построим решение следующим образом. Сначала будем счи-
тать, что нижний конец палочкн при-
креплен к плоскости шарниром, и ум
НЗЙДЄМ ЗВВНСНМОСТВ СИЛЫ РЄЗКЦНН В
шарнире от угла наклона палочки 0
(не беспокоясь о проскалъзывании итш
отрыве от плоскости). Вертикальную
составляющую силы реакции обозна-
чим М , агоризонтальную РІ? (рис.12›. Ы О таПоложительное направление для М
выберем вверх, адля 13:13 - вправо, в 'я = ' г__ -да-1'._ её--3: _ * _'_ 'г' «РП, х
сторону падения. І-Іайдя зависимости Р 1

ис.
1\Г(а.) и Р`ф(а) при всех от , мы сможем
установить, при каком угле в первый раз выполнится условие
проскальзывания

|Р,,(и)| = -(<==›.
где |.1 - коэффициент трения.

Чтобы найти РЦ, и Н, запишем второй закон Ньютона в
проекшых на оси Х и У:

Р`ф=таІ, М-т9=тау_ _

фффффі

При падении палочки ее центр масс
движется по окружности радиусом І/2.
Пусть в тот момеъгг, когда пало=п<а
составляет угол от с вертика.лью, ее
угловая скорость равна со, а угловое ___
ускорение равно є . Тогда нормальное ,_;;~
(центростремительное) ускорение цен-
тра масс равно ад = 4.1.2 І/2, а тангенци-
альное ускорение (направленное по
касательной к окружности) равно ат =
= єі/2 (рис.2). Отсюда получаем про-

--› -› -›
екцни ускорения а = а,,+ а, на гори- Рис. 2

1ііїїїіїїїпсіп-П-зі-Щ;-“

111Іїїїїїгїїїїїїї

П Ргі-съ
ті
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зонтальную и вертикалъную оси:

а [сов 2! ' І 'п 2!=є- ок-со -зша, а =-є-за а-со -сова.
" 2 2 ” 2 2

Нам осталось только определить зависимости 8 и (02 от угла
01 . Для этого запншем закон динамики вращательного движения
палочки:

1 _ те*
ту 5511141 = -ТБ

И Закон СОХРЗНЄННЯ ЭНЄРҐИНІ

1 (1 ) ті* Ф*
ТП _ -' СОЅО. = -_"-1 .9 2 з 2

Тогда для проекшкй ускорения получаем следующие выражения:

9 _ 2 _9 12
аІ=-2-узта сова-5. 0,, -Е9 0050-5 -9.

откуда находим РП, и Н:
9 2 9 1 2

РТР = Ет9зіпа[созс1-5], М = 3-т9{соза -5] .

Проанализируем полученные выражения, считая теперь ниж-
ний конец палочки свободным. Видно, что при угле сх, =
= агссо$(2/3) = 48° сила трения меняет знак. Значит, если про-
скальзывание начнется при угле меньше од, то оно будет
происходить против направления падения. Если же в игггервале
углов 0 < 0! < сх, палочка не начнет проскальзывать, то в итоге
она проскользнет в сторону падения.

А почему мы так уверены, что палочка вообще начнет
проскальзывать? Это следует из выражения для М: поскольку
при от, = агссоз(1/З) =.-. 71” сила реакшаи обращается в ноль, то при
любом коэффишенте трения условие проскальзывания ІРФІ =
= |.1М наступггг при угле меньше ад.

Чтобы выяснить, как зависит угол отклонения палочки в
момент проскальзывания от коэффициента трения |1, надо
решить уравнение

ІРТРІ |$іпа(соза - 2/З)|
11 = _- = ї-т-

~ (сова -1/З) °
Функция, стоящая в правой части уравнения, изображена на
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рисунке З. Эта функция имеет один максимум при угле ао,
положение которого можно найти численным расчетом. Правда,
если вы наберетесь терпения и возьмете производную по от, то в
конце вас ждет награда: условие максимума сводится к уравне-
нию созао = 9/ 1 1. Значение функции в максимуме равно до =
=15~/Й/128 = 0,31 .

Пора делать выводы. Из рисунка 3 следует, что при 0 < 11 <
< до =.~.. 0,37 уравнение ІРЦ, = |.1М имеет три решения, из которых
началу проскальзывания соответствует наименьший угол, лежа-
щий в интервале 0 < С1 < ао, где ао = агссоз(9/11) = З5°. ІІри
|4 < до проскальзывание происходит в сторону, противополож-
ную падению, а при 11 > до проскальзывание будет происходить
в сторону падения при угле
наклона, лежащем в интер-
вале из <а < с12(с:2 =
= агссо$(1/З) == 71° , смысл угла
сша = 51° ясен из графика на
рисунке З).

Как видим, обсуждение
конкретной задачи преврати-
лось в маленькое исследова-

ІР,,.Ітг

Щ ї×“='=“
“(1235 о,=48°\` а

\
Рис. 3

НИЕ, 3 ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ ОКЗЗЕІЛОСЬ «ФООГЗЧЕІ ҐІОСТЗВЛЕІ-ҐНОГО ВОПРО-
Саї ВСКРЫЛНСЬ ТЗКНЕ ЧЕРТЫ ЯВЛЕНИЯ, О КОТОРЫХ МЫ ЗЗРЗНЕЕ НЕ
догадывались. Что же имен-
но мы узнали? Ц = 0›І-1 = 0 ц = 35:

Во-первых, мы подтвер-
дили начальное качествен-
ное предположение: при до-
статочно большом коэффи-
цненте трения (11 > 0,37)
палочка будет проскальзы-
вать в сторону падения
(рис.4). Во-вторых, мы вы-
яснили, что при любом
сколь угодно большом Ц
проскальзывание начнется
при угле отклонения мень-
ше 71°. В-третьих, оказа-
лось, что проскальзывание

ц=ОЗ7

Против =_ Ц = 510падения /гг: '
/51.” Ё- г Ё ___'Ё.____ І ,І ї О,,-. *ні-,; _ _ ___ь;~-- _ |.І ,

Ґ; *'І'Ч',,_н`- Іг _ І _ , ті,

ди? ~ э "с '_ -1, Тггг уж 'гг _ . -
.Ё за-1 Є. . . '1 І 1,

,__ де, В сторону д _, до
лї___._д. *?"ї5Ч5і1Ё;_.;г= 0

_гЁ€"ег*Ё~і' а = 71»
_

--а падения _,
_ Ъ: И И-1*!-Ё _ › -* 1-#11

_; ай- 1: ;'**', "',Іггді ,г _. ., г-_
на

-' '- -' _. _ .-'--на-'-1- Ъ-:-.'<іс-Э - - 'Ё -. =.«_:д,. _ ч1___ тч__.; _,____ :___д_ _1д__.?ё!

,Ё ' ть-Ч ~ `ї.-.-,її -. ___. 1"-їЁ'...." '_ ,І 1 5- дабы: !г'.'.- -."-'І уєп
'5:Ы!1'І.".' " '_ ' - - ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' І

Рис. 4

никогда не может начаться в интервале углов от 35” до 51°.



ПАЛОЧКА ПРОДОЛЖАЕТ

А. Черноуцан

В предыдущей статье рассматривалась задача о тоъпсой палоч-
ке, падающей из вертикального положения на горизонтальную
плоскость. А именно, обсуждался вопрос, куда проскользнет
нижншїі конец палочки: в сторону падения или в противополож-
ную сторону?

Эта задача заинтересовала меня довольно давно, более десяти
лет назад, когда я решал со своими студентами олимпиадные
задачи. Задача выглядела новой и интересной, при этом интуи-
тивно чувствовалось, что ответ должен зависеть от коэффициен-
та трения. Действительно, при очень слабом трении проскальзы-
вание начинается почти сразу, причем в сторону, противополож-
ную падению (как на гладкой плоскости). При сильном трении
палочка к моменту проскальзывания успевает приобрести гори-
зонтальный импульс и может «потащиты нижний конец в
сторону падения.

К радости моей и студентов выяснилось, что задача эта
решается точно, а полученное решение полностью подтвердило
все предположения. <Критический› коэффициент трения, при
котором меняется направление проскальзывания, оказался рав-
ным р. = 1515/128 = 0,37. Обнаружились и другие. достаточно
неожиданные, свойства падающей палочки. Например, что при
любом сколь угодно большом коэффициенте трения палочка
начнет обязательно проскальзывать, причем при угле отклоне-
ния от вертикали меньше агссоз(1/З) = 71°. Обо всем этом и
рассказывалось в предыдущей статье.

Однако возникли новые обстоятельства, которые заставили
меня взяться за вторую статью о падающей палочке.

Во-первых, пришел из США очередной номер журнала-
побратима << Квантаэ - американского «І-Євантумаэ (март/ апрель
1998 г.). Большая часть журнала состояла, как обычно, из
переведенных на английский язык статей из <<Кванта››, но были

Опубликовано в «І-Свантеь ,\Чэ2 за 1999 год.
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там и новые статьи. Среди них - статья, написанная американским
физиком-теоретиком Лифом Тернером и его ученицей Джейн
Пратг и посвященная... падающей палочке! (Недаром говорят,
что физика не знает границ.) Оказывается, некоторое время назад
они придумали задачу о палочке, решили ее и сразу же написали
об этом в <=Квантум››. Правда, во главу угла авторы поставили
вопрос не о направлении проскальзывания (на этот вопрос они
тоже ответили), а о возможности отрыва от пола нижнего конца
палочки, и очень красивым способом доказали, что конец палощси
будет скользить без отрыва до самого ее падения. Мне так
понравились их рассуждения, что захотелось рассказать (с
некоторыми упрощениями) об этом нашим читателям. Тем более,
что сам я даже не брался за рассмотрение движения после начала
скольжения, так как считал его очень сложным (в частности,
потому, что механическая энергия больше не сохраняется).

Во-вторых, просматривая мой любимый «Задачник Буховце-
ва› («Сборник задач по элементарной физике», авторы Б.Б.Бу-
ховцев, В.Д.Кривченков, Г.Я.Мяки1цев, И.М.Сараева; М.: Нау-
ка, 1987). я натолкнулся на давно забытую задачу:

196. На конце легкого стержня, поставленного вертикально
на пол, закреплен массиеный шар. Стержень начинает падать
без начальной скорости. При каком значении угла между
стержнем и еертикалыо конец стержня перестанет давить на
пол? При каком значении коэффициента трения стержень не
проскользнет до этого момента?

Решение этой задачи опирается на интуитивное предположе-
ние, что полная сила реакции пола К направлена вдоль стержня
(рис. 1 ). Правда, это утверждение является точным только в том
случае, если на конце стержня закреплен не шар конечного
радиуса, а материальная точка, но для
маленького шара эта неточность кажется
несущественной. Движение шара описы-
вается уравнениями 2

ту созст - В =
2 12

2% = т9І(1 - сова), М """"

9

-Эт..

где тп - масса шара, и - его линейная
скорость, І - длина стержня. Если поло
жить Е = О, то получим сова, = 2/3.
Чтобы стержень до этого момента не -
начал проскальзывать, при о < от, дол- Рис.1
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жно выполняться неравенство РП, < |.|.М _ Иными словами,
проскадшзывания не будет, если 11 > т3(атссоз(2/3)) = `/Ё/2.

Получается, =гго судьба падающего стержня существенно
зависит от распределения массы вдоль его длины. Однородная
палочка обязательно начнет проскальзывать, но никогда не
оторвется от пола, а невесомый стержень с точечной массой на
конце от пола отрывается. Чтобы разобраться подробнее, запи-
шем уравнения динамики для тонкого падающего стержня с
произвольным распределением массы вдоль его длины и изучим
вопрос о начале проскальзывания. Следующим пунктом нашей
программы будет изучение падения такой єобобщеннойь палоч-
ки после начала скольжения (следуя идеям Лифа и Джейн).

С точки зрения динамики, свойства такого линейного объекта
полностью определяются его массой т, расстоянием сі от нижнего
котща до центра масс и моментом инерции 10 относительно
центра масс. Однако можно вместо этих параметров ввести один

І
безразмерный параметр 7 = Ё-, который будет полностью

т
определять свойства нашего стержня. Мометгг инерции стержня
относительно точки касания равен І = 10 + тд" = (7 + 1)тсі2 . Для
точечной массы на конце стержня у = 0, а для однородиого
стержня Т = 1/З.

А в каких пределах может изменяться параметр ї ? Рассмот-
рим невесомый стержень с точечными массами на его концах.
Меняя величины масс т, , т2 и длину стержня І , можно получить
все возможные значения параметров т, 6, 10 и У (для данного
случая 7 = т, /т2, проверьте это самостоятельно). Например,
гантелька с массой т/4 внизу и Зт /4 наверху будет полностью

эквивалентна однородной палочке.
Видно, что параметр У может прини-
мать любые положительные значения.

Итак, запншем закон динамики
вращательного движения «обобщен-

ц_,.,,_ ного› стержня относительно нижней
' точки (рис.2):

~ ту тус! зіпа = (10 + тсі2)є,
д или

"<

------..----.р.

' 9$іпа=(у+1)ва,
и закон сохранения энергии:__ ._____,_,г ------ 2 Ю,

Рид 2 'Р т9а'(1-сова): (10 +тсі )Т,
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или
(0269(1-сова): (7 +1)Т,

где є = ао)/ай - угловое ускорение. Выразим проекции ускоре-
ния центра масс ах и 0,, на горизонтальную и вертикальную оси
через линейное ускорение са и цетгтростремительное ускорение
(0211:

ах = а(є сова - (02 віпа),
(1)

ау = -сі(є віпа + 0:2 сова).

Теперь с помощью законов Ньютона
Рт = тах,

'” <2› “) _
Н - ту = тау і

найдем зависимости Ёп, и М
от угла а:

Р =Швіпа- сова--Ё,
'Р у+І 3

М = Ё-'ї[сов2 а - Ё-сова +
у+1 3 3

Чтобы выяснить условия
начала проскгигьзьтвания, надо
исследовать поведение функ-
ЦИИ

Ь.)
віпа- со$а--

“_ РТР _д_ Е

Ы І 2 2 У 'сов а--сова+-
З З

Качественно поведение этой
функции представлено графи-
чески на рисунке З. (Для на-
хождения экстремумов функ-
ции надо приравнять к нулю
производную этой функции.
Убедитесь сами, что получа-
ется квадратное уравнение
относительно сова.) Интер-

2
-Є

1и, ..........._- “З

0 а, ао ад 90 а

6)
Рда 1 <Ы (7

3:

1
З З

І11 _ _ _ _ _ . . _ --

0 а, 0.,

а)

РФї ,.›;
на ------------------------ --
пт - - - - - - - - - - -- :

Ю Ф-- 9

О а, 90а
Рис. 3
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ва.лы функции, соответствующие проскальзыванию, выделены
более жирными линиями, а интервалы углов - штриховкой на
оси абсцисс. Левая область соответствует проскалъзыванию
против направления падения ( |.1 < рі), а правая - проскальзы-
ванию в сторону падения (Р > 11,).

При 0 < 'у < 1/З (см. рис.З,а) проскальзывание начнется при
любом сколь угодно большом значении коэффициента трения |1 ,
причем при угле меньше некоторого ао. (При у -› 0 угол
ао -›а, = агссов(2/3):.~= 48°, а при 1'= 1/3 угол ао = ад =
= агссов(1/З) =- 71°.) Поведение стержня получается качественно
таким же, как и падающей палочки_. При Т > 1/З функция
остается конечной при всех а (рис.3,б,е). Значит, при достаточ-
но большом коэффициента трения ( И > |.т2 ) проскальзывания не
будет вовсе.

Отметим, что при 7 -› 0, что соответствует переходу к задаче,
рассмотренной в <Задачнике Буховцева›, проскальзывание нач-
нется при любом и, причем для |.1 > ,/Ё/2 проскальзывание
будет происходить в сторону падения и начнется при угле чуть
бо:п›ше агссов(2/З). Впрочем, значения сил РП, и М в момент
начала проскальзывания будут очень малыми.

Что же будет происходить после начала скольжения? Как
убедиться в том, что нижний конец стержня будет скользить, не
отрываясь от пола? Смещение нижнего конца стержня не повли-
яет на второе из уравнений (1), и после подстановки 0, во второе
из уравнений (2) получим

М - т(9 - юга! сова) = -тсіе віпа. (3)

Запишем теперь закон динамики вращательного движения отно-
сительно центра масс стержня:

На віпа - Рфа сова = Іое,

или
Мвіпа - РТР сова = утає.

Учитывая, что РТР = ± р.1\/ (верхний знак соответствует скольже-
нию против направления падения), получим

Ы(віпа=г цсова) = утає. (4)

Отметим, что выражение в скобках в момент начала проскальзы-
вания положительно и, значит, не может обратиться в ноль и
изменить знак при увеличеъпаи а.
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Из уравнений (3) и (4) выразим М:
М _ т'у(9-со2сісова)

_ у + віпа-(віпа т |.тсова)`

Видно, что для того чтобы М обратилась в ноль (произошел
отрыв), должно обратиться в ноль выражение И/(а) = 9 -

2
" (І) С! СОЅСІ . ТВК КЄІК В НЗЧЗЛЕ ПРОСКЗЛЬЗЬІВЗНИЯ ЭТО ВЫРЗЖЕНИЕ

положительно, при обращении в ноль оно должно убывать, т.е.
ай//аа < 0. Однако

ао):
Рщі- ~( )асово.+со2сівіпа-
аа сіа

поскольку а(<››*)/ее = 2ь(аа/да) = 2(аа/а±)(а<.›/да) =
= 2(сіш/ай) = 2є, а из выражения (4) следует, что є обращает-
ся в ноль одновременно с М, то в момент отрыва ай//сіа =
= года Ѕіца > О. Из полученного противоречия следует, что М
не может обратиться в ноль, т.е. отрыв невозможен!

Получается, что тонкий стержень с произвольным распреде-
лением массы вдоль его длины не может оторваться от пола ни
при каких условиях. Естш, например, рассмотреть маленький
шарик на коъще невесомого стержня (7 -› 0), то после начала
скольжения нижний конец стержня будет скользить вдоль пола
вплоть до падения шарика на пол, но взаимодействие с полом
будет маленьким (по сравнению с ту). и движение шарика
можно считать по=п'и свободным.



вихри над взлетной полосой
А. Стасенко

Ах, как хочется е небо, разбежаешись, вореаться,
Услышав команду: сднимание. взлетіэ.

Из старой физтеховской песни

Однако разбегаться и врываться следует осторожно, особенно
если перед вами взлетел тяжелый самолет. Может быть, вам
приходилось видеть, как при резком взлете или посадке голубя
на пыльной площадке в окружающем воздухе возникают види-
мые (за счет пыли) вихревые движения? Если нет - понаблю-
дайте. Точно так же и тяжелый самолет, отбрасывая вниз мощные
потоки воздуха, порождает над аэродромом вихри - и горе
легкому летательному аппарату, следующему за ним. Крылья
легкого самолета могут попасть в вертикальные потоки воздуха
с противоположно направленными скоростями, которые просто
опрокинут его «на спину››, а близость земли не позволит вновь
выровняться. Увы, такие случаи были, так что вихри над
взлетной полосой представляют интерес и для пилотов, и для
авиадиспетчеров, и, конечно, для ученых-аэрогааодинамиков_

Попробуем и мы исследовать кинематику вихрей - конечно,
в самой упрощенной форме.

Что такое вихрь? Его можно увидеть, например, при сливе
воды через отверстие ванны или кухонной раковины. Если в воде
содержится несколько чаинок, легко заметить, что линейная (ок-
ружная) скорость вихря тем больше, чем он ближе к оси вра-
щения. В гидродинамике есть важное понятие потеншаального
ви:хря, в котором тптнейная скорость обратно пропорциональна рас-
стоянию от оси: У -1/т (рис. 1 ). Эту же идею физики выражают
еще так: произведение линейной скорости на длину окружности
есть величина постоянная, называемая циркуляпией, т.е.

У - 2пг = Г _ (1)

(Кстати, таким же свойством обладает еще и магнитное поле.)

Опубликовано в <Кванте› .\ёб за 1996 год.
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Рис. 1 Рис. 2

Легко понять, что за самолетом обычно тянутся два вихря с
противоположными направлениями вращения. Действительно,
чтобы держаться в воздухе, крыло самолета должно отбрасывать
ВНИ3 ВОЗДУХ, ЧЗСТИЦЫ КОТОРОГО ЗЗТЕМ РЗСХОДЯТСЯ В СТОРОНЫ И
возвращаются сверху. В результате перемещения самолета впе-
ред эти частицы описывают спиралевидные траектории. Эти два
вихря можно считать зеркальными изображениями друг друга
относительно вертикальной плоскости симметрии самолета - ее
проекштя на плоскость рисунка есть ось ОУ (рис.2). Линии тока
воздуха, порождениые правым и левым вихрями, скользит вдоль
ОУ вниз. Таким образом,
эта вертикальная плос- 7
кость симметрии является
как бы непроницаемой
перегородкой для вихрей.

Пусть теперь самолет 1
летит над аэродромом на -® Є
небольшой высоте Н _ Зем- Н
ля-то уж точно непрони-
цаема для движения воз-
духа. поэтому линии тока. 6_______ __ _ ______; 2
порожденные двумя ре- <...... -___`×` ,/'________ _.).. , , ,альпыми вихрями, тоже <---1:-~.,__ \` ~ › __/ __,---:---->
будут скользить парал- Э ` ';~|`Ё`\
лельно плоскости земли
(рис. 3). Картина линий \__ _, 3,* ,__ __
тока будет выглядеть так, ІІ..-" ›' Х `*--:-
как будто 4-под землей» ____,.-'І
есть еще пара вихрей, яв-
ляющихся зеркальными РИ0- 3

_-,1-чь`

Ч
\
\

`Ц›_дя
-гг*

Нтьтдў

ффффщфўІффі-' фцфцффщфўфф_Ц`

,гІ""";-\ь`

1,1-"'›-ьІ

,цІ_ч›
І
І \ \

\
`5ці"
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д) отражетптями двух реальтпях
У вихрей самолета относитель-

5›-ТТ 2 7 но горизонтальной плоско-
У( )` уп) сти. (Из любви к аналогиям,

Ф р `~ 0; ° свойственной физикам, на-
У помним, что эта картина ли-

- 1.; 2 ний тока полностью совпа-
6) дает с картиной линий маг-

У (3) Ч нитного поля, порожденной
І/ = І/Ь) четырьмя параллельными

7 друг другу проводами, в ко-
торых текут одинаковые по
модулю электрические токи.

2 Их направлегше показано ус-
ловно на рисунке З точкой
(если ток течет к нам) или

3 крестиком (если от нас).)
\, Таким образом, можно

8) га, с=штать, что каждый из четы-
У г› рех вихрей находится в сум-

1 ` 4)_, \/( МЗРНОМ ПОЛЕ ТРЕХ ДРУГИХ.

'Є
О

-г __- __ -_ тд

Ф Й” Изучим движение одного из
е штх, например вихря 1 (рис.

› 4). Положениеего оси можно
' 2 описать либо в обычной де-

картовой системе координат
У2, либо в так называемой

ні полярной системе, в которой
Рис. 4 задается расстояние р иссле-

дуемой точки от полюса О и
угол Ф (азимут) радиуса-вектора Б , например относительно оси
ОУ. В последнем случае вектор скорости У будет иметь радиаль-
ную проекцию У, и перпендикулярную вектору (азимуталь-
ную) проекцию У, . Сначала рассмотрим скорости, поро›кденные
каждым из трех вихрей в том месте, где проходит ось первого
вихря, Согласно формуле (1), левый реальный вихрь (его номер
2) создает в точке 1 скорость, направленную вертикально вниз и
равную

1/Щ: Г = Г
21:-22 21:-2рвіп<р

(здесь учтено, что 2 = р віп ср ). Из прямоугольных треугольников
34 _



На РИСУТПЄЕ 4,0 МОЖНО ПОЛУЧИТЬ ИСКОМЫЕ ГІРОЄКЦННІ

УР) = -І/Ш совф = -Щ 1/12) = Ут віпф =
21:-2рв1п<р' 21:-2р

ЗДЕСЬ ЗНЗК ФМИНУСФ УКЗЗЫВЗЕТ На ТО, ЧТО РЕІДН3.ЛЬН&Я ПРОЄКЦИЯ

ВЄКТОР3 \?(2) НЕІПРЗВЛЄНЗ ПРОТИВ РЗДИУСЗ-ВЕКТОР3.. СКОРОСТЬ Т/(З) ,
порожденная левым мнимым вихрем (номер 3, см. рис.4,б),
имеет только азимутальную составляющую

уоъ = _і__
"' 21: - 2р

Наконец, скорость, порожденная правым мнимым вихрем (но-
мер 4), имеет составляющие (см. рис.4,е)

Ш Г віп ср (4) Г
1/=-і І/=і

Р 2т:-2рсовср' ° 2т;-2р`
Учтем теперь, что радиальная составляющая скорости вихря 1
равна быстроте изменения радиуса р по времени:

р = ї,
° дп

а азимутальная - быстроте изменения дуги роср со временем:
АФ1/ = _," О А:

Приравняем эти выражения, соответственно, сумме радиальных
и азимутальных составляющих скоростей от всех трех вихрей:

Ар _ Г совср+віпср
Аг 21: -2р[ віпср сов<р]'

(2)
Апр Г

р А! 21: - 2р
Таким образом, мы выписали кинематическую систему уравне-
ний - математическую связь между пространственными и
временной переменными.

Попробуем найти решение этой системы уравнений (ибо нет
ничего недоступного для читателей «І-<.ванта›). Например, если
мы разделим почленно уравнения друг на друга, мы исключим
время, и тогда останется связь только между радиальной коор-
динатой оси вихря и ее азимутом:

Ар _ віпз ср - сов2 ср _ сов2ср
' 1рдср втп ср сов гр 5 Ѕіп 2Ф

2* за



(мы привели правую часть к общему знаменателю и использова-
ли тригонометрические соотношения для синуса и косинуса
двойного угла). Умножив обе части полученного равенства на
Аср, мы, как говорят математики, разделим переменные: слева
все будет зависеть только от р, справа - только от ср:

Ар сов 2ср - А(2ср) А(віп 2ср)
Т = 'И итііср" = 'ЁЁЁ

(тут мы учли, что производная от синуса есть косинус). Ну а
теперь простое интегрирование дает (соответствующий интеграл
можно найти в таблицах)

Іпі =1пЕ-21-Ё-, иди Е. = _.ь2(р',
Р. $111 2Ф р_ віп2ср

где р_ - значение радиуса при некотором конкретном угле ср_.
Видно, что радиус достигает минимального значения рт при
віп2ср_ = 1, т.е. при ср_ = 1:/4. Поэтому запншем

р 1_=і_ 3
рт віп2ср ( )

ТЕПЕРЬ МЫ ЗНЗЕМ, Как ВЫГЛЯДИТ ПРОЄКЦИЯ ОС-И ВНХРЯ НЭ.
ВЕРТИКЗЛЬНУЮ ПЛОСКОСТЬ. ТЭК, ОСЬ СНММЕТРИЧНЗ. ОТНОСНТЕЛЬНО
биссектрисы прямого угла УО2. Далее, при ср -› О и ср -› т:/2
модуль радиуса-вектора р стремится к бесконечности. Напри-
мер, рассмотрим случай ср -› 0, р -› Ф (самолет летит высоко
над землей). Тогда из второго уравнения системы (2) следует,
что азимутальная скорость стремится к нулю, а из первого
уравнения видно, что имеется только вертикальная скорость 0у,,,,
с которой оба реальных вихря опускаются за самолетом:

Ар Гсов2ср Г
*_ =ті или --- = 0А: 21: -2рв1псрсовср' 2д1 У”

(так как рвіпср = І. где І - расстоятпте между двумя вихрями).
Подставив равенство (3) во второе уравнение системы (2),

получим
ь(2ср) _ г ап
ап* ар 21: р; ~

Мы записали уравнение с разделенными переменными - слева
азимут оси вихря, справа - время. Интегрируя (опять же,
например, при помощи таблтшы иъггегралов), получим

і_, _4_і_
2т:р: 1:32ср0 :32ср ' (4)
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где угол сро соответствует начальному моменту времени с = О (в
который уже образовались вихри за самолетом). Как легко
вцдеть из рисунка 4,а, 1:3 сро = І/(2Н), где Н - высота полета.
Таким образом, соотношения (З) и (4) полностью определяют
положение осей вихрей в зависимости от времени.

Например, при г-› со имеем І:32ср -› 0, значит, ср -› т:/2 и
р -› ФФ. Следовательно, оси вихрей расходятся в стороны и
<=стелются› параллельно земле. При этом Ар/Аг превращается в
горизонтальную скорость движения оси вихря:

Аг 21:
Оценим эту скорость. Согласно теореме, сформулированной
Николаем Егоровичем Жуковским, подъемная сила - при
горизонтальном полете, естественно, равная весу самолета Р ~
определяется простым соотношением Р = Гддиі, где 0, -
плотность атмосферы, и - скорость полета. Возьмем в качестве
примера случай полета на высоте, равной половине расстояния
межд вихрями: Н = І/2. Тогда сро = 1:/4, р = =0 рт
= +Н2 = На/2 = откуда

Рс/5
0., =т-2т:О__иІ

Примем для оценок следующие значения иараметёэов тяжелого
взлетающего самолета: т = 300 т, Р = ту = З-10 Н, І = 50 м,
и = 100 м/с, В: = 1 кг/ма. Получим, что вихри перемещаются
ВПРЗВО И ВЛЕВО СО СКОРОСТЫО

Ар Г 1:
--›-і=и,,_, приср-›-.

0,, 2

он = 2,6 м/с.
Все наши рассуждения приведены для спокойной атмосферы.

А теперь представим, что справа дует поперечный ветер с такой
же по величине скоростью. Тогда правый вихрь тяжелого
самолета остановится над взлетной полосой и будет долго мешать
взлету следующих, пока, наконец, не <растворится=› в воздухе.



СВЕРХЗВУК НА КОНЧИКЕ БИЧА

Г.Меледин
Чуть помедленнее, кони, чуть помедленнее!
Не указчики аам кнут и плеть...

В.С.Высоцкий

В наши стремительно бегущие дни ассоциации, связанные со
словами 4бич›, <кнут›, аплеты, не из приятных. Хотя можно
вообразить и идиллическую картину: сонный, расплавлетптый
жарой воздух, нависший над зеленью луга, вдруг разрывает
резкий щелчок кнута, и стадо лениво поднимается, подчиняясь
пастуху. Но нас будет интересовать лишь то, каким образом
сравнительно небольшими усилиями можно добиться очень вы-
соких скоростей, пусть на небольшом участке кнута, приводящих
к характерному звуку.

Итак, о кнуге, видимо, слышали все, но лишь немногие
держали его в руках, пробовали в действии и представляют
реально, что при этом происходит.

Обычно кнут представляет собой короткую палку-кнутови-
ще, к концу которой прикреплен сплетенный из кожи или жгута
длшптый (несколько метров), прочный, с уменьшающимся к
свободному концу сечением собстветпто кнут. Взмахом сообщают
кнуту скорость, а потом резким движением кнутовиша вызывают
движение прикреплетшой к нему части кнута в противополож-
ную сторону. Через некоторое время раздается сильный щелчок
(если кнут непрочный, то в этот момент часть его может
оторваться). Оказывается, щелчок возникает, когда величина
скорости у кот-ща кнута переходит через значение скорости звука
(как при переходе звукового барьера сверхзвуковым самоле-
том). Это получается вследствие того, что начальная кинетичес-
кая энергия концентрируется на все уменьшающемся движущем-
ся отрезке кнута, а кнутовище и остальная часть кнута, прикреп-
ленная к нему, при этом неподвижны. Быстро растет плотность
кинетической энергии, и, соответственно, нарастает скорость.

Опубликовано в <Кват-гге› М»-4 за 1999 год.
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1-\
\Все это можно рассчитать, что ›

мы и сделаем, разобрав предвари- і =
тельно две задачи, в чем-то пере-
кликающиеся с задачей о кнуте.

Задача о чсифоне-цепочке›. і
Предположим, что через гвоздь пе-
рекинули тонкую длинную цепочку
с малыми неупругими звеньями так,
что часть цепочки лежит на краю
стола высотой І2, а часть - на полу _ .:,,,--;,;<,,,:,~_;_;,›(и,_(;_;д.,-_,,д~._в_
(рис.1). С какой установившейся В И В ' В
скоростью будет двигаться цепочка `Р"°- 7
после того, как ее отпустят?

Введем линейную плотность цепочки р = М/Ь, где М - ее
масса, а І. - длина. Пусть установилась скорость и. Тогда за
малое время Аг в движение вовлекаегся масса Ат = риА:,
скорость которой изменяется от 0 до и, а импульс - от О до
Ар = Ати = ри2Аг. Этот импульс сообщает массе Ат сила
тяжести рІ:9, действующаяна неуравновешенную часть цепочки.
Исходя из второго закона Ньютона,

А Ат А
Р`=-9-Р-=-Ё-7Щ=-и+т-В-.

А! Аг А! Аг

2:-Щ

Іщцпцщцп----ццв-"""

В

Так как рассматривается движение с установившейся скоростью,
имеем 2

Р=Ши= =ри2

АС АЁ

Заметим, что закон сохранения знерши Атуіг = Ати2/2 дает
неправильный результат, так как часть приобретаемой при
спуске энергии (ровно половина) теряется при неупругом ударе
Цепощси о пол.

Отметим также, что, если убрать гвоздь, т.е. рассматривать
задачу о соскальзывании цепочки с края стола на пол, для
нахождения установившейся скорости ни в решении, ни в ответе
ничего не изменится.

Задача 0 нити в трубке. Представим себе, что внутри
О-образной трубки массой М, находящейся на гладком столе,
движется нерастяжимая нить массой т (рис.2; вид сверху). В
начальный момент в каждом колене трубки находилось по
половине нити, а сама трубка двигалась. При этом скорость
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конца А нити была равна 0 , а0** А , 0
(_ """""""""`~, скорость конца В - нулю. С ка-

>Ни:ть Трубка кой скоростью будет двигаться
В = О , ___________________; трубка, когда нить вылетит из

В нее? Движетше трубки допуска-
риа 2 ется только вдоль ее прямолиней-

ных участков, радиус трубки счи-
тать очень малым. Трением пренебречь.

Так как нить нерастяжима, заданное в начальный момент
соотношение скоростей для концов нтгги возможно лишь при
условшс, что скорость ио трубки относительно стола в этот
момент равна со /2 и направлена в ту же сторону, что и скорость
конца нити А.

Перейдем в систему отсчета, где начальная скорость трубки
равна нулю. В этой системе половина нгпи с концом А имеет
скорость со/2, импульс (т/2)(и,,/2) и кинетическую энергию
(т/2)(и0/2)2/2: А половшта нити с котщом В имеет скорость

І.

-со/2, импульс -(т/2)(о0/2) и кинетическую энергию
(т/2) (со/2)2 /2. Таким образом, вначале в этой системе отсчета
полный импульс нити, а также импульс и кинетическая энерптя

2трубки равны нулю. Энергия ъшти при этом равна тдо /3. Пусть
после вылета нити из трубки скорость нити равна и, а скорость
трубки равна и. Тогда законы сохранения импульса и энергии
можно записать следующим образом:

2 2 2то то МиО = Ми + ти, -° _ + _
8 2 2

Отсюда
т по

и = -ї-і-,
((М(т + М) 2

Знак <м.инус› выбран в соответствии с законом сохранения
-Р -Р

импульса, из которого следует, что скорости и и о направлены
в противоположные стороны.

Возвращаясь в систему отсчета, связанную со столом, нахо-
дим искомую скорость трубк:и:

до 00 т
= -1:* 1-"""'і_“' "+2 2 ,/м(т+м)

Задача 0 кнуте. Пусть вначале, двигая кнутовище со скоро-
стью со влево, такую же скорость сообщают всему кнуту по всей
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длине Ь, а потом, резко сдвинув І (_.д°
кнутовище вправо, удерживают его “ДЗ”
неподвижно, прикладывая некото- *--Ь-;-Ь Ь
рую силу. Тогда длина І движущей- 1<,,ут0д,,щд
ся части кнута будет уменьшаться, а рис-_ 3
скорость 0 - увеличиваться. При
каком значении І скорость 0 достигнет величины скорости звука
он (рис.3)?

Сначала для упрощения рассмотрим однородный кнут с
массой М и длиной Ь, т.е. с линейной плотностью р = М/Ь. Из
закона сохранения энергии имеем

рІ.иЁ _ рІ=и2
2 2 '

Ь
0=00

(Между прочим, отсюда видно, что при уменьшении І до нуля
скорость 0 неограниченно растет.) Таким образом, получаем
связь

ИЛИ

Щ 0 Ё”д = __ = 4
дв 1*”

Знак «минус› обусловлен уменьшением длины с течением време-
ни. Запишем связь иначе:

1'/*ах = -=›,,1.'”а:
и проинтегрируем левую и правую части по интервалу времени
І, за который длина движущейся части кнута меняется от І. до І:

| 13,-2 Ґ=| 2

ІІ1/гд; = 575 =5(,з;2 _ ЬЗ/2) = _д,0І_ъ;2д_

1 І І.

Отсюда получаем

,= ,_[,_2Ы]2'3
2 1. '

Ґ2 1 2или, с учетом соотношения 0 = 001.” /1/ ,

300: 'Ш
ъ›=и01----- _

2 І.
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І _ Формально при г =
2К2 =2Ь/(Зоо) скорость 0

_..-Ьці °**>°““"°” '* °°°“°"°““°°*_ ти, а длина І - к нулю.
Однако это получается

Р”°' 4 при бесконечно тоъпсом од-
нородном кнуте, что нереалистично.

Рассмотрим теперь более реальный вариант: кнут с линейно
уменьшающимся, от кнутовиша к концу, радиусом кругового
сечения. Из подобия треугольников на рисунке 4 следует г =
= Ко!/І.. Повторяя предыдущую схему рассуждений, запншем
закон сохранения энерши:

тов: =рт:КЁЬї=ртгг2Ії
2 3 2 3 2'

откуда, с учетом связи г = Во!/Ь, получаем
1.3”

0=-007 .

2/5

г

2 1- 1 500:
2 І.

Тогда

Оцеъптм, при какой длине І скорость 0 достигает значения
скорости звука он '= 330 м/с. Положив Ь = 5 м, по = 1 м/с,
получим М

І. 5м 5 м1=-__-ї=_-ї==_=о,1м.
(изв /00 Ґ/

Таким образом, при длъпіе порядка 10 см от конца кнута
происходт щелчок - переход звукового барьера.



случай в газовой туманности
А. Стасенко

Бешено стучали сердца, вращались ротот-
роны, дрожали осцшииаторы: смотросколы по-
казывали искриеление пространства-времени.
Сквозь заклепки сочшшсь кванты. Черная энт-
ропия росла...

- Ба, да ведь мы на краю обыкновенной
гиперплоскости! - воскликнул Сто Двадцать
Пятый штурман.

Из квазинаучиой фантастики

Случилось это как-то давным-давно: два звездолета неожи-
данно попали в область притяжения холодного водородного
облака и истратили весь запас топлива на торможение, так что
остановились буквально у его границы. Что было делать?
Конечно, «лечь в дрейфъ, как говорили древние моряки, -
ничего не делать и ждать помощи.

Тут астронавты заметили, =по корабли затормозили у грани-
цы облака в разном положении: один - перпендикулярно грани-
це, а другой - параллельно. (Надобно сказать, что в ту пору
звездолеты строили в вндстонкнх дисков.) Засели ш1'урманы за
компьютеры и решили узнать, как будут двигаться их корабли
и - самое главное - когда они будут вновь сближаться. Засядем
и мы.

Пусть (как вскоре и выяснили астронавты) облако водорода
будет плоским и однородным (т.е. постоянной плотности).
Поскольку есть скопление массы, должно быть поле тяготения.
Ясно, что во всех точках средней плоскости (при х = 0 на рисунке
1,а) сила тяготения равна нулю - из соображений симметрии.
При удалении от плоскости симметрии сила тяготения в расчете
на единицу массы - т.е. ускорение тяготения - должна расти по
модулю, а, как вектор, ускорение тяготения должно быть направ-
лено к плоскости симметрии.

Опубликовано в <Кванте› Мг! за 2000 год.
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-І:/2 О І:/2 х 2 1
Рис. 1

Великий математик Гаусс догадался, как все эти мысли
записать короче. Выделим мысленно внутри слоя коробку с
крышками площадью Ѕ , расположенными при х и -х параллель-
но границам (и плоскости симметрии) газового слоя (на рисунке
1,а она показана сбоку). Ускорение тяготеъшя 9(х) постоянно во
всех точках этих крышек. Похоже, что оно как бы <втекает›
внутрь коробки, поэтому произведение 2Ѕ9(х) называется пото-
ком вектора 9 внутрь этой коробки. Так вот, теорема Гаусса
утверждает, что этот поток пропорционален массе вещества
внутри коробки р-2.Ѕ'х - только эта масса и порождает этот
поток, причем коэффициентом пропорциональности является
гравитационная постоянная С, умноженная на 411. Таким обра-
зом,

2Ѕ9(х) = -4'лСгр - 2.Ѕ`х, (1)

где знак «минус» показывает, что вектор Э направлен именно
внутрь коробки.

Кто хочет, может проверить теорему Гаусса на примере
точечной гравитирующей массы т,. Действительно, окружим
точечную массу сферой радиусом г и, значит, площадью 41:12
(рис.2). Тогда

9(г) - 41:72 = -4кСт, ,
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откуда
с90) = -Ё

- получили известное выражение для
ускорения силы Ньютона для гравитиру-
юшей точки. Можно сказать, что всемир-
ный закон тяготения аспрятанъ в теореме
Гаусса.

Итак, из равенства (1) находим Рис. 2
9(.т) = -4кСрх _

Но если сила пропорциональна смещению х (см. рис.1,6), то
потенциальная энергия пропорциональна 1:2/2 (см. рис.1,в).
Вспомним, например, пружину жесткостью Аз: возвращающая
сила равна Р = -Іех, потенциальная энергия равна П = 1:12/2. В
нашем случае, очевидно, Іг = 4пМОр, где М - масса звездолета.
Значит, суммарная механическая энергия звездолета, находяще-
гося на расстоянии х от плоскости симметрии облака и имеющего
здесь скорость о, равна

М 2 2

іыымсрі.2 2
Первый звездолет-диск, движущийся ребром к границам

плоского облака, почти не встречает сопротивления. Поэтому его
суммарная механическая энертя постоянна и равна, например,
ее значению на краю облака

м-о*+4ттмор ь 2
2 2 2

( учтено, что скорость при этом иулевая). Тогда закон сохранения
энергии звездолета можно записать так:

2

[%-ї + В = (2)

Здесь ,/4тсСр = шо - это угловая частота гармонических колеба-
ний звездолета внутри параболической потенциальной ямы
(рис.З), следовательно, период колебаний будет равен

21: тв
Т=±-= --,, то ср. <з›

С другой стороны, соотношение (2) можно графически пред-
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1 А ставить в координатах х, 0/шо
1;/2 - (на так называемой фазовой плос-

, _̀ г .--__ кости) в виде окружности радиу-
0 -' ' І = ` сом І:/2 (см. рис.1,г): движение

,.='Ё* г начинается из точки А (где хд =
_),/2 =Ь/2 и од = 0) и в отсутствие
Рид 3 трения происходит вечно, воз-

вращаясь в эту же точку через
время То. А еще можно записать смешение и скорость звездолета
І как функции времени:

І: /2
х = -Ё-созсоос, о = -їоэо зіпшос. (4)

С такой точки зрения, равенство (2) - это просто теорема
Пифагора в координатах х, 0/шо .

Но что происходит со вторым звездолетом, который пересе-
кает облако плашмя? Так как у него большое поперечное сечение
.Ѕ'± = т:а2, где а - его радиус, он будет тормозиться за счет
столкновений с молекулами. Если считать удары молекул абсо-
лютно упруптми, то каждая из них (массой т). сообщает звездо-
лету импульс -2то, а так как в единицу времени он <заметает›
объем пространства Ѕщи, то полный поток импульса (т.е. сила
сопротивления) составит тшз -2ро2 (здесь учтено, что р = тп,
где п - коъщентрашш молекул в облаке). Значит, при перемеще-
нии звездолета на расстояние Ах работа силы сопротивления
равна паз -2р:›2Ах. Полная механическая энергия второго звез-
долета уже не будет постоянной (см. рис.1,в), и ее убыль на
перемещении Ах составит

1 0 2 хг ка: 2р о 2А- _- +- -- - на <з›2 шо 2 М шо

Очевидно, что это будут уже затухающие колебания (см. рис.З).
Период их будет больше То, и ясно почему: из-за силы торможе-
ния второй звездолет уже впервые дойдет до плоскости симмет-
рии (точка В) позднее, чем первый. А на фазовой плоскости
движение второго звездолета изобразится в виде спирадш (см.
рис.1,г).

Можно написать решение уравнения (5) в виде кривой в
фазовой плоскости:

2 тд:
= -2І[х-І-(Ё-І]е ' ], (5)

шо 2
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ГДЄ ВВЄДЄН0 ОООЗНЗЧЄНИЄ

І_ М
т:а2-4р' (7)

Величина І имеет размерность длины и, очевидно, является тем
характерным расстоянием, на котором существенно изменяется
кинетическая энергия второго звездолета из-за силы сопротивле-
ния.

Кто хочет убедиться в правильности этого решения, пусть
подставит его в уравнение (5). а кто не может, пусть не
расстраивается, а поступает на факультет аэромеханики и лета-
тельной техники Московского физико-технического института -
тогда и сможет.

Да, но! -- воскликнул капитан одного из звездолетов. - Если
внутри этого газового слоя есть гравгггаштя, то почему он не
сжимается к плоскости симметрии?!

Другой капитан объяснил ему по радио, что сжатию пре-
пятствует хаотическое. <тепловое› движение атомов. В самом
деле, хотя облако и холодное - температура порядка 20 К, т.е.
раз в 15 меньше, чем средняя температура Земли, но и молеку-
лы водорода тоже раз в пятнадцать легче, чем молекулы воз-
духа, поэтому средняя скорость их теплового движения никак
не меньше, чем у молекул земной атмосферы. А ведь атмосфе-
ра не падает на поверхность нашей родной планеты! Конечно,
плотность атмосферы не постоянна - она убывает с высотой,
так что и наличие резкой границы плотности у всгрепгвшего-
ся облака есть не более чем предположение, упрощающее рас-
четы.

Теперь осталось подставить в уравнение (6) кинематическое
определение скорости 0 = сіх/ті: и, решая полученное дифферен-
циальное уравнение (например, на компьютере), найти «распи-
сание движения› х(г) второго звездолета. І-Іо это и не обязатель-
но делать прямо сейчас - пусть этим занимаются штурманы, а мы
по сути дела уже все описали качественно. Например, моменты
времени новых встреч звездолетов (І, ,с2, ...) можно будет найти
из графиков на рисунке З.

Сделаем лишь некоторые численные оценки. Примем плот-
ность молекуляриого облака р--1046 кг/ма , его характерную
толщину І: -- 0,1 пк = З-10"* м. В качестве данных для звездоле-
тов возьмем, например, следующие: масса М ~ 1000 т = 106 кг
(три современных авиалайпсра), радиус диска а ~ 100 м. Тогда,
согласно выражению (3), для периода гармонических колебаний
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ПЄРВОГО ЗВЄЗДОЛЄТЗ ПОЛУЧИМ

Т.,-- `/;3-- - --0,3-1о"'<:=1о“лгт.
_ м _ 6 кг6,67-10 " --5-10' -17

кг -с м
Наибольшая скорость движения, которая достигается в плоско-
сти симметрии облака (при х = 0), согласно уравнению (2), равна

І:
от = 5,/4т:Ср -400 м/с,

что сравгптмо со средней тепловой скоростью движения молекул.
Поэтому к проведенному выше вычислению силы сопротивления
нужно тоже относиться лишь как к оценке по порядку величины.
Зато уж точно взаимодействие звездолета с облаком является,
как говорят физики, свободномолекулярным. Действительно,
средняя длина свободного пробега молекул между их столкно-
вениями зависит от концентрации молекул п и поперечного

1
сечения их взаимодействия 1:(2г )2 так: А ----й. Подстав-

"' пп(2тн )
ляя сюдап= р/тн: -10"” кг/ма/(2 - 1,67-10'” кг)--› 3~1о'° м*3
и тп- З-10"° м, получим Ъ.~3- 107 м, что много больше размеров
звездолета. Значит, молекулы ударяются о его поверхность
независимо друг от друга (не образуя сплошной среды).

Характерное расстояние, на котором заметно убывает энерпая
второго звездолета (оно входит в показатель экснонегггы в
равенстве (6)), равно

106 кг П1--ї-і---то м
1: -104 мг -4 -10"° кг/ма '

Это заметно больше принятой толщины газового облака; значит,
затухание колебаний в его пределах будет незначительным.



матвмкпачвский маятник
на наклонных поввгхностях

П. Хаджи, А. Михайленко

Предлагаем вам рассмотреть несколько частных случаев из
жизни математического маятника с длиной нити І. и массой
подвешеиного к ней грузика т.

Наклонная плоскость. Пусть математический маятник рас-
положен на абсолютно гладкой поверхности, наклоненной под
углом сх к вертикали (рис.1,а). В положении равновесия на тело
МЗЛТННКЗ ДЄЙСТВУЮТ ТРИ СИЛЫІ СИЛ3. ТЯЖЄСТИ т 9 , НЗПРЗВЛЄННЗЯ

ВЄРТИКЗЛЬНО ВНИЗ, НаТЯЖЄ'
-Ъ

ННЄ ННТН Ы, НЗПРЗВЛЄННОЄ
-›

по нъгги, и реакция опоры 0,
перпендикулярная плоско-
сти. Проектируя все силы
вдоль наклонной плоскости _ М М
и перпендикулярно к ней, О
получаем \ Ґ ` <р

9.1 '\-/

""""ЬҐ""

О

г-

о». Ж/

г-О в

. \ \ "М=т9со$оъ, О=т9Ѕ1па. ~, -'
\ соваПри отклонении нити от рав- ту `~ ”'9 °°Ѕ° ту

новесного положения на не- рис 1
большой угол Ф маятник
начнет двигаться по дуге окружности на наклонной плоскости.
При этом нормальная составляющая силы тяжести сохраняет
свое значение, а сила натяжения нити меняется по величине.
Ответственной за создание возврашающей силы Р является
проекшш силы тяжести на наклонную плоскость. Из рисунка
1,6, на котором изображены действующие на маятник силы в
проекшш на наклонную плоскость, видно, что

Р = тусозстзіпф.

Опубликовано в «І-Свантеь ЫЪ2 за 1998 год.
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Считая колебания малыми (ср <<1), получаем

Р = тусозоъ-ср= тусоза,

где х - длина душ окружности, вдоль которой движется грузик
маятника. Таким образом, возвращающая сила Р пропорцио-
нальна смешению х из положения равновесия и направлена в
сторону, противоположную смешению. Сравнивая полученный
результат с известными соотношениями для обычного маятника,
леп<о прийти к выводу, что частота колебаний математического
маятника на наклонной плоскости выражается формулой

со = М-9-сова.
Ь

При 01 = 0 для часготы колебаний получаем известное выражение
Ф = ,/9/І.. С ростом угла наклона плоскости сх частота

колебаний монотонно убывает, обращаясь в ноль при
св = 90° (это связано с тем, что проекция силы тяжести на
наклоъптую плоскость убывает с ростом угла 01).

Внутренняя поверхность полусферы. Представим себе, что
математический маятник прикреплен в некоторой точке А с

внутренней стороны абсолютно глад-
кой полусферы радиусом В (рис.2).
Точка А расположена на окружности
большого круга, ось симметрии по-

т лусферы вертикапьна. Предполага-
«_ ется, что Ь < ~/28. Найдем частоту

Рис 2 ма.лых колебаний маятника.
Грузик маятника при колебаниях

перемещается вдоль дуги окружнос-
ти, плоскость которой перпендикулярна большому кругу полу-
сферы. Из простых геометрических соображений следует, что
Радиус этой окружности

'"ї:'""ї0
.,_!ызщїпінЕІль

Ь2

Т=Ь1--'ї.
412

Маятник на полусфере эквивалентен обычному математическому
маятнику с длиной нити, равной г. Поэтому частота малых
колебаний маятника на полусфере равна

, 9 __...
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Отсюда следует, что частота колебаний определяется длиной
нити Ь и радиусом полусферы К. При І. = \/212 получаем
известную формулу для частоты малых колебаний свободного
тела внутри полусферы: со = ,/9/К. При І.<<К получаем
выражение для частоты колебаний традиционного математичес-
кого маятника. Это обусловлено тем, что участок поверхности
полусферы, где происходят колебаний, при Ь«К вырождается
в вертикальную плоскость. С увеличением длины нити частота
колебаний монотонно убывает и при Ь = ЛК достигает приве-
денного выше минимального значения.

Внутренняя поверхность прямого кругового конуса. Рас-
смотрим математический маятник, который подвешен в некото-
рой точке А с внутренней стороны
абсолютно гладкого прямого кругово- У
го конуса, где радиус окружности в' М ,4
сечении конуса равен В (рис.З). Ось
конуса ОО' расположена вертикаль-
но, угол между образующей конуса и ~
осью равен ов. Определим частоту
малых колебаний нашего маятника. Ґ
Для этого используем энергетический 1

ПОДХОД. Р /
В ПОЛОЖЕНИЕ РЗВНОВЄС-“Я НИТЬ Ма* О" В

т
2

Х

Б__-..

ятника ориентирована вдоль образую-
щей конуса. Введем прямоугольную
систему координат с началом в точке Рис- 3
О, где ось Х направлена вдоль прямой
ОА, ось 2 совпадает с осью конуса, а ось У перпендикулярна к
ним. Координаты точки подвеса маятника в процессе колебаний
не меняются и равны

хА=К,уА=0,2А=0.

Координаты точки В, в которой находится грузик маятника в
положении равновесия, равны, соответственно,

ха = К-І.$іпо:, уї, = 0. гг, = Ьсоза-

Из этих выражений следует очевидное равенство
2 о 2 о 2 о 2Ь = (хз -яд) +(3/В -уд) +(2В -21,).

ВЬІВЄДЄМ МЕІЯТНИК ИЗ ПОЛОЖЕНИЯ РЗВНОВЄСНЛ , ОТКЛОННВ ПНТЬ На
некоторый угол. Будем характеризовать положение грузика
маятника углом Ф, который образует радиус О'В при отклоне-
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нии нити. Критерием малости колебаний здесь будет, как обыч-
но, неравенство <р«1. При отклонении нити от положения
равновесия грузик слепса поднимается вверх, приобретая, таким
образом, потенциальную энертю относительно положения рав-
новесия. Обозначим высоту подъема грузика через Ь. Координа-
ты грузика при этом изменяются и оказываются равными

хз =(В-Ь$іпс1)соз<р,уВ = (К-Ьзіпоь)зіп<р,

2,, = Ьсоза-1:.
Отметим, что в силу малости угла Ф малой будет и высота
подъема грузика, причем критерий малости 12 можно полутшть из
условия малого изменения координаты 2 д по сравнению с 22..

Выразим длину нити Ь через сумму квадратов разностей
соответствующих координат верхнего и нижнего когщов нити
(т.е. точек А и В) при смещении грузика из положения равнове-
сия:

2 2 2
В = (ха "-15.4) + (ув " ул) "' (га "' 2я)'

Отсюда после соответствующих преобразований получаем
2В(К - Ьзіпа) _ 2 ср 1К(Е - Ьзіпа) 2

Ь =дтп -=-ан;
Ьсозоь 2 2 Ьсоза `

Тогда сообщенная маятнику потеншаальная энергия равна
1 К(12 - І. зіп оп)5: ;;=._ М. *_

Р ту 2т9 Ьсозст Ф
Определим теперь кинетическую энергию движения грузика

при прохождении им положетпая равновесия. В этот момент
грузик двигается со скоростью тя = Ор, где О - угловая скорость
вращения, а р - радиус ВР окружности, перпендикулярной к
нити. Очевидно, что рсоза = В - Ьзіпош. Учитывая еще, что
О = свєр, где со - частота колебаний, для кинетической энергии
движения грузика получаем

_ 2
Е* = ітоз = ітшз

2 2 сов о
В силу закона сохранения энерши, ЕР = Ед, откуда для

частоты малых колебаний математического маятника на внутрен-
ней поверхности прямого кругового конуса находим

Ф_ 9 сова
` Ь1-(ціна)/к'
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Очевидно, что частота колебаний существенно определяется
геометрией конуса и длиной нити маятника. Если выражение для
Ф представить в виде

9 Ксоза
св= -і- - ---,[_ К: К 2

зіпа- -і- ----
4 251па, , Ь 1 1это от

то легко видеть, что с ростом Ь частота сначала убывает, достигая
минимального значения

29 віпа.
ФМ.. = -5-

при І. = В/(2 зіпоь), а затем снова растет. При Ь -› 0 и при Ь,
приближающемся снизу к К/зіп сп, частота колебаний неограни-
ченно растет. В первом случае (Ь -› 0) геометрия конуса не
играет нъпсакой роли, и <поведеъп›те› частоты колебаний такое же,
как и для традиционного математического маятника.

Заметим, что полученное выражение для частоты имеет
физический смысл при условии Ь < В/зіпс: . В случае В = Ь зіп «ов
грузик маятника находится в вершине конуса, где колебания
невозможны.



возвращающая сила
и частота колвваний систвмы

П. Хаджи, Л.Глазова, В.Личман
Как известно, собственные частоты колебаний различных

колебательных систем можно вычислять с помошью закона
сохранения энергии. Но это не единственный метод, приводящий
к успеху. В ряде случаев более приемлемым может оказаться
другой метод - с использованием возврашающей силы, действу-
ющей на колебательную систему. Идея здесь состоит в следую-
Щем.

Простейшие гармонические колебания пружинного маятника
совершаются под действием упругой силы, т.е. силы, величина
которой пропорциональна деформации пружины, а значит, и
смещению маятника х из положения равновесия: Р = Ігх, где Іг
- так называемый коэффициент упругости (жесткость) системы,
и которая направлена в сторону, противоположную направле-
нию смещения. Однако часто, рассматривая малые колебания
более сложных систем, тоже удается представить возвращающую
силу в виде Р = ах, т.е. пропорциональной смещению из
положения равновесия и имеющей вид квазиупругой силы с
коэффициентом 1:, величина которого зависит от параметров
системы. Зная коэффициент Іг и массу т колеблющегося тела,
лепсо найти частоту собственных колебаний системы, пользуясь
известной формулой для пружинного маятника

со= -.
т

Г?

Рассмотрим несколько конкретных примеров.
Колебания заряжешюго шарика вдоль вертикальной на-

правляющей. Пусть вдоль непроводящей вертикальной направ-
ляющей может двигаться без трения маленький (точечный)
шарик массой т, несущий заряд су. В нижнем конце направляю-
щей неподвижно закреплен второй шарик, имеющий заряд О

Опубликовано в -єКванте› .Н'е3 за 2000 год.
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(рис. 1 ). Определим частоту малых а) р 6) Р*
колебаний первого шарика вдоль Ч ' "
направляющей. - ------------- --

Случай, когда заряды о и О ту І 4
являются разноименными, не пред-
ставляет интереса, поэтому будем їо ту
считать заряды одноименными. На
подвижный шарик действует сила О О
ТЯЖЄСГИ ту , НЗПРЗВЛЄННЗЯ ВНИЗ, И _ _ _ . (_, _ _

СИЛІ-І ЭЛЄКТВОСТЗТНЧЄСКОГО ВЗЕІИМО- Рис 1

действия Р, со стороны нижнего
шарика, направленная вертикально вверх (см. рис.1,а). По-
ВИДИМОМУ, ПОД ДЄЙСТВИЄМ ЭТИХ СИЛ ШЗРИК МОЖЄТ НЕ-ІХОДИТЬСЯ В
РЗВНОВЄСИИ. УСЛОВИЄ РЗВНОВЄСИЯ ИМЄЄТ Вид

Ра =т9.
Найдем положение равновесия подвижного шарика, отсчиты-

вая расстояние хп от нижнего шарика. В соответствии с законом
Кулона, сила электростатического отгалкивания равна

Р, = до/(ащхё).
ТОГДЗ ИЗ УСЛОВИЯ РЗВНОВЄСИЯ ПОЛУЧЗЄМ

Мтєоту
Как видно, хе тем больше, чем больше величины зарядов О и о
и чем меньше масса подвижного шарика т.

Лепто показать, что это равновесие является устойчивым. В
самом деле, при смещении шарика вниз сила электростатического
отгалкивания возрастает, так как уменьшается расстояние между
шариками, а сила тяжести не изменяется. Поэтому возникает
возвращающая сила, направленная вверх, т.е. против смещения.
Если же шарик сместить вверх, то сила отталкивания уменьша-
ется, поэтому возникает возвращающая сила, направленная вниз.

Таким образом, шарик, выведенный из положения равнове-
сия и предоставленный самому себе, будет совершать колебания
относительно положения равновесия. Определим частоту этих
колебаний, считая их малыми. Критерием малости колебаний
является малость смещения х относительно положения равнове-
сия по сравнению с характерной длиной в системе, какой
является расстояние ха:

х << то .
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Сместим подвижный шарик, например вниз, на расстояъше х (см.
рис.1,6). В этом случае на него действует сила отталкивания Р; ,
которая по величине больше Ра, и неизменная сила тяжести ту,
поэтому возвращающая сила, равная разности сил отталкивания
и тяжести, будет равна

1 170Р = -----:-- - ту4,дє _ 2 .о (хп лс)
Приводя к общему знаменателю и расписывая в числтеле
квадрат разности, получаем

оф/(4лє0) - т9(.3:Ё - 21:01 +52)
2 ц

(до ' І)
Первые два члена в чистпеле (после раскрытия скобок во
втором слагаемом) дают в сумме точный ноль, а четвертым
слагаемым можно пренебречь по сравнению с третьим. Кроме
того, в знаменателе можно ггренебречь х по сравнению с ха . Тогда
остается

І-`_

2г=Ё.х_
хе

Выражение для возврашающей силы Р имеет такой же вид. что
и выражение для упругой силы, где роль коэффишента «упру-
гости» играет величина

,,=Ш=,,,,9 вин1., чо
Используя формулу для частоты малых колебаний, находим

., = 2 9 1єе=_є__
«Ю

Частота колебаний заряжетптого
0) шарика тем меньше, чем больше

Чт Чгт Ч2д.:<_._>і_.. величины зарядов и чем меньше
Ё Р, Р, масса шарика.
І-1і"-І-*і>* Колебания ааряженного ша-І _

рнка в поле двух других точеч-
-"'4 І """- ных зарядов. Рассмотрим два

2 1 маленьких шарика с зарядами 4,,та-<-ь-›і-В
Чт Ч Ч2

Ом -:".-- “Чэ “Ч

НФ

и 1:72, закрепленные в точках А и В
на расстоянии І друг от друга

Рис.2 (рис.2). Вдоль направляющей,
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соединяющей оба шарика, может двигаться без трения третий
шарик с массой т и зарядом ц. Предполагая все заряды
одноименными, определим частоту колебаний среднего шарика.

Так как все заряды одноименные, на средний Ѕподвижный)
шарик будут действовать силы отталкивания Ц и Р2 со стороны
зарядов от и 42 соответственно, направленные в противополож-
ные стороны (см. рис.2 ,а). По-видимому, в этом случае возможно
такое расположение среднего шарика, когда обе силы равны по
величине и компенсируют друг друга. То=п<а, в которой при этом
располагается средний шарик, и будет положением равновесия.

Выясним, является ли это равновесие устойчивым. Для этого
будем смешать шарик относительно положения равновесия впра-
во или влево. При небольшом смещении влево (см. рис.2,б) сила
отталкивания Н со стороны заряда сд возрастает, так как
расстояние между зарядами сд, и сд уменьшается, а сила отталки-
вания Р; со стороны заряда од уменьшается, поэтому возникает
действующая на средний шарик разность сил, направленная к
положению равновесия. Если-отпустить шарик, то он начнет
перемещаться в направлении положения равновесия. Аналогич-
ная ситуация возникает и при смещении шарика вправо.

Таким образом, можно утверждать, что при продольных
смещениях шарика относительно положения равновесия всегда
возникает возвращающая сила, направленная в сторону, проти-
воположную смещению. Если шарик предоставить самому себе,
то он будет совершать колебания вдоль направляющей. Опреде-
лим положение равновесия хо, отсчитывая его от точки А.
Используя выражение для закона Кулона, запншем условие
равновесия

чч, _ «ть
4'дїЄ0-11: 4яє°(І-::0)2 '

откуда найдем
1

° (1+\/«Ъ/ч2)°
Видно, что расстояние хо от точки А до положения равновесия
подвижного шарика пропорционально расстоянию І_ между дву-
мя крайними (закрепленными) шариками и зависит еше только
от отношения величин зарядов 472 /41 этих шариков.

Найдем теперь частоту малых колебаний среднего шарика.
Под малыми будем понимать такие колебания, при которых
смешение из положения равновесия намного меньше характерно-
го расстояния в системе. В качестве такового здесь следует
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принять ха табо І - хп (меньшее из них). Таким образом,
критерий малости колебаъпгй имеет вид

х<<х0, 1- 1:0.
Предположим, что подвижный шарик сместился влево на рассто-
яние х от положения равновесия (см. рис.2,б). Тогда силы
отталкивания со стороны зарядов (7, и 42 будут равны, соответ-
ственно,

, 1 , 1
д=ҐщиР2= ЄМ2 2*

то (хе -х) 47530 (І-хп +х)
а возвращающая сила, равная их разности и направленная к
положению равновесия, будет равна

1==-ї- “" .2 Ч*
4то (ха-.-1:) (І-х°+х))

Из этого выражения явно не видно, что возвращающая сила
имеет квазиупрутй характер, тем не менее при малых значениях
отклонения х (в рамках критерия малости) она действительно
является квазиупругой. Для того чтобы это показать, приведем
выражение для Р к общему знаменателю, распишем подробнее
выражение в чисшпеле, воспользуемся условием равновесия и
критерием малости колебаний. В результате получим

,, «<д+я›"=4 - З -_1:_
2тсєМ,сдс72І

Эта формула уже похожа на выражение для квазиупругой силы.
Коэффициент пропорциональности перед х выполняет роль
коэффициента «упругости» 1:. Тогда для частоты малых колеба-
ний находим

П Ю = (Д * ~/Е): ч
1 2пє0тІ,/4,112 '

Частота колебаний симметрично, но сложным образом, зависит
от величгп-1 зарядов 4, и (32.

Колебания шара в жидкости. Определим частоту малых
вертикальных колебаний шара радиусом В, погруженного в
жидкость (рис. 3), пренебрегая сопротивлением жидкости и
присоединенной массой.

В полоиіении равновесия на шар действуют две силы:_›сила
тяжести ту и выталкивающая, или архимедова, сила РА со
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стороны жидкости (см. рис. д) 6)
З,а). Они равны по величи- """її '- - -
не и противоположны по -_..
направлению. В проекции на "_'
вертикальную ось условие ї
равновесия выражается фор- -=- _; Х

2: ||нш|
мулой :--і------

ту = РА.
Поскольку Р"°' 3

т = 4/З-д;р]23 И Рд = 1Ір19Н2 (ЗЁ -

где р - плотность шара и р, - плотность жидкости, получаем
«арка = р,н2(зк - н).

Отсюда при заданных К и Н можно определгггь отношение
плотностей р/рт .

Выведем шар из положения равновесия, дополнительно по-
грузив его в жидкость на глубину х (см. рис.3,б). В этом случае
ВЬІТЕІЛКИВЗЮЩЗЯ СИЛ3 УВЄЛНЧИВЗЄТСЯ ПО СРВВНЄНИЮ С РЗВНОВЄС-
НОИ, 38 СЧЄТ ЧЄГО ВОЗННКЗЄТ ВОЗВРЗЩЗЮЩЗЯ СИЛЭ., РЗВНЗЯ

Р=Р`_,:-ту.
Так как полная глубина погружения шарового сегмента теперь
равна Н + х, то

Р; = пр'у(Н + х)2 (ЗК - Н - 1:)/3.

Р = т|:р19.1:(Н(2К - Н)+(К - Н)х-1/312).

Критерием малости колебаний здесь является неравенство х<<Н _
Тогда вторым и третьим слагаемыми можно пренебречь в силу их
малости, и для возврашающей силы получаем

Р = лр,9Н(2К- Н)-х.
Следовательно, возвращающая сила пропорциональна смеше-
нию из положения равновесия х и, как отмечалось, направлена
в сторону, противоположную этому смещению.' Под действием
этой силы шар совершает колебательное движение: то погружа-

1 Легко увидеть, что возвращающая сила равна р,9Ѕх, где
Ѕ = пН(2К -Н) - площадь сечения шара поверхностью жидкости (в
положении равновесия). Именно на столько изменяется вес вытеснен-
ной жидкости при дополнительном погруженни шара на малую глуби-
ну х. (Прим. ред.)
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ясь, то всплывая. Коэффициент перед х играет роль коэффици-
ента супругостиэ Іє, поэтому частота колебаний шара в жидкости
будет равна

212 -
°” = \13т""

Частота колебаний полностью определяется радиусом шара и
глубиной его погружения в условиях равновесия.

В принципе можно выразить частоту колебаний и через
отношение плотностей р и рі.

Комбитшровагпшй маятник. Представим себе жесткий неве-
сомый стержень длиной Ь, к нижнему концу которого подвешено
точечное тело массой т, а на расстоянии І от оси вращения к
стержню прикреплена пружинка с коэффициентом упругости Іг,

,_ которая в положении равновесия
а) П 6) ` маятника не деформирована

(рис.4). Определим частоту малых
колебаний такого маятника.

В положении равновесия стер-
жень маятншса располагается вдоль
вертикали (см. рис.4,а). Отклоним

- д,...._ стержень относительно вертикали
' на небольшой угол Ф, такой, что

кр <<1 (критерий малых колебаний).
В этом положении на грузик мая_т-

' ника действует сила тяжести ту,
направленная вниз, а на стержень в

РИ0- 4 точке крепления пружинки действу-
ет сила упругости, равная Р, = Ігхі,

где х, = ср! - линейное смещение этой точки стержня относител_ь-
но положения равновесия. При малых углах отклонения сила Р,
направлена практически горизонтально. Возврашающая сила
-І*

Ц, действующая непосредственно на грузик, направлена по
касательной к его траектории движения (окружности) и опреде-
ляется выражением

=== дно

Є 1311

'П1. *де

Н

Ш ту

Ц = тузіпср = туср = тух/І..
где х - смещение грузика вдоль дуги окружности. Из рисунка 4,6
видно, что х,/х = 1/І. ._› _,

Поскольку силы Ц и Р, приложены к разным точкам
системы, ясно, что ни одна из них не является результирующей
возврашающей силой. Чтобы определить эту силу, поступим
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следующим образом. Найдем полный момент сил М, действую
щий на систему и возврашаюший ее в положение равновесия:

М = Р`,Ь + Р2! = (тух/Ь)Ь + (Их/І.)І.
Считая теперь, что этот момент сил действует непосредственно на
колеблюшийся грузик маятника, найдем результирующую воз-
вращающую силу Р, деля момент сил М на плечо этой силы Ь:

Ы*
г=["%+-І? 'І.

Роль коэффициента упругости здесь играет весь множитель в
скобках перед х, поэтому для частоты колебаъшй находим

у Ь 12
(І) = _ + їТ .

І, т Д

Видно, что частота колебаний комбинированного маятника опре-
деляется как геометрией маятника, т.е. длинами І. и І, так и
массой грузика т. Если положить І: = О (пружинка отсутствует)
либо І = 0 (пружинка прикреплена к оси маятника и не действует
на стержень), то получаем известное выражение для частоты
колебаний математического маятника со = ,Іу/ І. .



ҐРАВИТАЦИОННАЯ МАШИНА

А. Самбелашвшш

В 1994 году на Международном турнире юных физиков в
Голландии его участникам была предложена такая задача:

«Имеется массивная стальная плита, расположенная гори-
зонтально и колеблюшаяся вдоль вертикали по гармоническому
закону с амплитудой А = З мм и частотой со =500 с". На плиту
кладут маленький (радиусом -41 мм) стальной шарик, который
вследствие соударений с плитой начинает подпрыгивать вверх-
вниз. Определите, как меняется средняя (за некоторый промежу-
ток времени) максимальная высота подскока шарика со време-
нем, и объясните полученные реэультаты›.

Задача эта привлекательна своей кажущейся простотой и
одновременно связью с фундаментальными физическими пред-
ставлениями. О них будет сказано ниже, а пока попробуем
ответить на вопрос задачи, т.е. определить (хотя бы качественно)
зависимость средней максимальной высоты подскока шарика от
времени. Быстрее всего это можно сделать, проведя эксперимент.
Собрать установку, описанную в задаче, - дело несложное.
Существует множество различных способов заставить плиту
колебаться, один из них - присоединить ее с помошью криво-
шипного механизма к обыкновенному электромотору. Чтобы
шарик подпрыгивал вдоль вертикали и не отскакивал в стороны,
над плитой можно поставить трубку с прозрачными стенками.
Если же вы умеете программировать, то вам не составит большо-
го труда смоделировать задачу на компьютере.

Тот, кто не пожалеет времени на создание модели, вознагра-
диг себя наблюдением удивительного, на первый взгляд, явле-
ния: средняя высота подскока шарика будет постепенно увеличи-
ваться с течением времени до тех пор, пока не достигнет
некоторого предельного значения. Этот эффект получил назва-
ние «ускорения›, а сама установка - «гравитацнонной маши-

Опубликовано в сКванте› Мэб за 1997 год.
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ны›, поскольку гравитационное пргггяжение служит механиз-
МОМ, ВОЗВРЗЩЗЮЩИМ ШЗРИК НЗЗЗД К ПЛНТЄ.

Попробуем объяснить увиденное. Прежде всего запншем
ЗЗКОНЫ ДВИЖЄННЯ ШЕІРИКЗ И ПЛИТЬІ, НЗПРЗВИВ ОСЬ Х ВЄРТИКЗЛЬНО
ВВЕРХ, 8 ЗЕІ НЗЧЗЛО КООРДННЗТ ВЫ6р3.В ПОЛОЖЄНИЄ РЗВНОВІЗСИЯ,
ОТНОСИТЄЛЬН0 КОТОРОГО КОЛЄОЛЄТСЯ ПЛИТЗІ

2

-...<±›=-,.<=..›+=›,.<±-±..›-%.
хп(г) = Азіпоэг,

где хш(г) - координата шарика в момент времени і, хп(і) -
координата плиты, ' тп - момент п-го по счету столкновения
шарика с плитой, он - абсолютная величина скорости шарика
непосредственно после п-го столкновения. Первое уравнение
описывает движение шарика в промежутках между соударения-
ми. При соударениях его скорость меняется скачком. Пусть ст,
- момент времени (п + 1)-го столкновения. В этот момент
скорость плиты

оп = х;'(±Ш) = Аш со$(о›±т,).
Примем в качестве допушения (оно оправдывается экспери-

ментом), что максимальная высота подскоков шарика велика по
сравнению с амплитудой колебаний плиты. Это позволит нам
считать скорости шарика (здесь и далее под скоростью подразу-
мевается ее абсолютная величина) сразу после п-го н непосред-
ственно перед (п + 1)-м столкновениями приблизительно равны-
ми. Полагая соударения абсолютно упругими, нетрудно полу-
чить выражение для скорости шарика непосредственно после
(п + 1)-го соударения:

от, = оп +20" =т›п +2Аш созсрм,

где «ры =шІМ - фаза колебаний плиты в момент (п + 1)-го

соударения. Последнее соотношение показывает, =гго при (ры є
З

Є [0, %фЦ[%, 211] созсрт, > 0, т.е. плита в момент соударения

движется вверх, навстречу шарику. В результате столкновения
скорость шарика возрастает, следовательно, возрастает его энер-

2тя то: /2 и максимальная высота подскока І:п= ип /(2у). При
З(рт, Ъ,-Ё со$<Рп.1 < 0 - плита в момент соударения

63



движется вниз, как бы убегая от шарика, поэтому его скорость,
энергия и максимальная высота подскока в результате столкно-
вения уменьшаются. Таким образом, максимальная высота под-
скока полностью зависит от того, какую фазу ср” имела плита в
момент столкновения гл.

Наблюдаемое в эксперименте увеличение средней максималь-
ной высоты подскока шарика с течением времени наводит на
мысль о том, что шарик чаще сталкивается с плитой, движущейся
навстречу ему, чем с движущейся от него. Для обоснования этого
утверждения рассмотрим систему шарик е- плита в момент време-
ни Ґ, в который шарик падает вниз и имеет координату _~г(:') =
=А. ДЛЯ ДВИЖЕНИЯ ПЛИТЫ В МОМЄНТ Ё. ВОЗМОЖНЬІ НЄСКОЛЬКО

случаев. е

1 і 1
. . . . . . . . . . . _- 0 ------------- О -..--_-........-.... О

3,!

1
1- І -_

_ '_ .-
Т  г

--ї- - - ц - - - . -_ -А - - о - -п-Ь- с - - с во ±А _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ _.А
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1) Фаза плиты Ф(Ґ) Є[0, 2п] (см. Рис.а). Плита

движется вверх, навстречу шарику, следовательно, столкнове-
ние приведет к увеличению энергии шарика.

. З2) єр(± ) єф-ЕЕ - є, (рис.6). Плита движется вниз и имеет

координату, близкую к -А. При достаточно малом є за время
падения шарика в пределах х є[-А, А] плита успеет достигнуть
нижней точки х = -А и изменить направление своего движения.
В этом случае столкновение шарика с плитой произойдет при их
движении навстречу друг другу, и в результате энергия шарика
увеличится.

. 3
3) Ф($ ) єф:-3, -5: - єф (рис.в). Плита движется вниз, причем

ЄЄ КООРДИНЗТЗ НЗМНОГО ОТЛИЧЗЄТСЯ ОТ "/1, ТЭК ЧТО 33 ВРЄМЯ

падения шарика от положения .т(г') = А она не успевает
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достигнуть нижней точки х = -А и изменить направление
движения. В этом случае столкновение шарика с убегаюшей
плитой приведет к уменьшению его энергии.

Итак, увеличению энергии шарика соответствует промежуток

фаз Ф(і°) Є[0, - є, 2п], а уменьшению -- промежуток

<р($`) ефё, Ё - є:|. Как видно, первый промежуток шире, чем

второй. Если предположить, что в момент Ґ фаза плиты с равной
вероятностью принимает значения от 0 до 211, то наши рассуж-
дения приводят к такому выводу: столкновения шарика с плитой,
движущейся навстречу, более вероятны, чем с движущейся в том
же направлении, и, следовательно, происходят чаше. Значит, в
среднем шарик чаще получает энергию, чем отдает, что и
объясняет наблюдаемый рост средней максимальной высоты его
подскока.

В реальных условиях столкновения не могут быть абсолютно
упругими, т.е. происходит переход энергии в тепло (диссипа-
ция). Этим фактом обусловлено существование предельной
максимальной высоты подскока.

Задачу можно было бы считать решениой, если бы не
предположение о равновероятном распределении фазы плиты в
момент времени Ґ. Вообще говоря, фазу столкновения всегда
можно определить точно из законов движения шарика и плиты,
почему же мы говорим о ней как о случайной величине, да еще
и равномерно распределенной? Все дело тут в слове «точном В
действительности всякая физическая величина может быть опре-
делена лишь с известной степенью точности. Оказывается, если
в определении фазы некоторого столкновения мы ошибемся на
число порядка 21: -104, то уже через несколько столкновений
значение фазы, полученное из расчета, будет отличаться от
действительного на величину, сравнимую с 211. Системы, в
которых малое отклонение в значениях определяющих парамет-
ров приводит к существенным изменениям, в динамике принято
называть хаотическими. Поведение таких систем на практике
почти никогда не удается предсказать в точности, и поэтому об
их состоянии в некоторый момент времени говорят с той или иной
долей вероятности, как если бы на движение этих систем влияли
случайные факторы.

Идея механической модели, описанной в задаче, впервые
была предложена Э.Ферми для объяснения громадных энергий

3 ІІрн.шженш- -Кнапггь 3



частиц, прилетаюших на Землю. Потоки частиц, ссталкиваясьь
с переменными магнитными полями галактик и газовых скопле-
ний, ускоряются подобно тому, как ускоряется шарик при
соударениях с массивной плитой.

В этой связи возникает вопрос: может ли ускорение шарика
продолжаться неограниченно долго? В случае неупругого столк-
новения ответ ясен: нет, не может, так как теряемая в виде тепла
энергия увеличивается с ростом энергии шарика. Интересно, что,
даже если соударения упругие, все равно энергия шарика будет
ограничена. Хотя, согласно нашим рассуждениям, средняя энер-
птя шарика должна возрастать, тем не менее, нужно понимать,
что выражение для скорости шарика справедливо только в
предположения, что энергия плиты много больше энергии под-
прыгивающего шарика. Иными словами, мы считаем, что массив-
ная плита значительно изменяет энергию шарика, а шарик на
движение плиты почти не влияет. Это допущение становится
неверным, если средние энергии шарика и плиты сравнимы по
величине. В этом случае, как нетрудно показать, увеличения
средней энергии шарика при его столкновении с движущейся
навстречу плитой не происходит. Таким образом, средняя энер-
ГИЯ ЩЗРНКЗ ОУДЄТ ВОЗРЗСТЗТЬ ДО ТЄХ ПОР, ПОКЕІ НЄ СТЗНЄТ СРЗВНИ-

мой со средней энергией плиты.
Если интерпретировать шарик как малую частшу, а плиту

как газ из массивных молекул, в который эта частица помещена,
то наши рассуждения позволяют заключить, что средняя кинети-
ческая энерптя частицы будет увеличиваться, пока не сравняется
со средней кинетической энергией молекул газа. Усмотрев это
следствие из знаменитой теоремы Больцмана о равномерном
распределении энергии по степеням свободы в задаче про грави-
тационную машину, мы могли бы сразу дать ответ на поставлен-
ный в ней вопрос. Необходимо заметить, однако, что правомер-
ность обращения к теореме Больцмана существенно связана с
хаотичностью (со стохастичностью) системы шарик- плита.
Характерной особенностью таких систем является своеобразная
эволюция в их описании. Точно заданные законы движения
содержат в себе хаотичность (при определенных условиях),
которая в результате приводит к необходимости вероятностного
описания.



МОЛЕКУЛЯРНАЯ ФИЗИКА И ТЕПЛОТА

км: зависит и от рт
А. Черноуцан

Сформулируем вопрос более конкретно: как меняется внут-
ренняя энергия вещества при повышении давления, если темпе-
ратура при этом остается постоянной, т.е. происходит изотерми-
ческое сжатие? Оговоримся сразу, что речь идет не о любых
веществах, а только о достаточно простых. Простых в том
смысле, что они, во-первых, являются однородными и изотроп-
ными. (Мы, тем самым, отвлечемся от фазовых переходов, т.е.
будем считать, что вещество состоит из одной фазы.) Во-вторых,
будем для ясности предполагать, что рассматриваемые вещества
являются однокомпопентпыми, а не смесью различных химичес-
ких компонентов с какими-то концентрашаями. Равновесное
состояние таких веществ - их называют термодинамически
простыми - определяется только двумя параметрами, например
температурой Т и давлением р.

Последняя фраза ясно показывает, что внутренняя энергия,
вообше говоря, зависит не только от температуры, но и от
давления. Тем не менее, многие школьники считают, что внутрен-
няя энергия зависит только от температуры. Это связано с тем,
что понятие внутренней энергии наиболее подробно обсуждается
при изучении идеального газа, для которого внутренняя энергия
действительно зависит только от температуры.

Вспомним, что температура есть мера средней кинетической
энергии молекул. Энергия идеального газа определяется только
кинетической энергией молекул, а потенциальная энергия их
взаимодействия пренебрежимо мала. Однако в случае жидкостей
потенциальная энергия составляет существенную часть общей
энергии. Это видно хотя бы из того, что при испарении жидкости
ЗЗТРЗЧИВЗЄТСЯ МНОГО ЭНЄРГНИ, КОТОРЗЯ ПОДВОДИТСЯ К ЖИДКОСТИ В
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виде тепла. Испарение происходит при постоянной температуре,
и подведенное тепло идет, главным образом, на увеличение
потенциальной энергии взаимодействия молекул.

Однако и в случае жидкостей и твердых тел, когда внутрен-
няя энертя должна зависеть от давления, школьникам нигде не
приходится с этой зависимостью сталкиваться. Например, в
задачах на тепловой баланс, даже когда это прямо не указыва-
ется, всегда предполагается, что все процессы теплообмена
происходят при постоянном внешнем давлении. Удельные тепло-
ЕМКОСТИ, КОТОРЫЕ ИСПОЛЬЗУЮТСЯ В ЭТИХ ЗЗДЗЧЗХ, ЭТО ТЕПЛОЕМКОСТИ
при постоянном давлении 0,, (хотя у жидкостей 0,, и теплоемко-
сти при постоянном объеме с,. отличаются очень мало). А как
можно оценить, на сколько изменяется внутренняя энергия
жидкости, если меняется не температура, а, наоборот, только
давление?

Отметим сразу, что вопрос о том, как изменяются свойства
вещества под воздействием давления, отнюдь не вызван празд-
ным любопытством, а является весьма интересным и важным.
Для изучения таких изменений ученые строят мощные прессы,
стараясь создать как можно более высокие давления и измерить
параметры вещества в этих экстремальных условиях. Но нужны
ли столь высокие давления и дорогие прессы? Опираясь на
простые оценки, которые мы сделаем при не очень высоких
давлениях, постараемся понять, при каких давлениях можно
ожидать самых интересных изменений в свойствах веществ.

В качестве объекта исследования выберем какую-нибудь
жидкость, например ртуть, и подвергнем ее изотермическому
сжатию от нормального давления ро = 1 атм до давления р.
Объем ртути при этом уменьшается пропорционально изменению
давления:

ат/,_=_К
У ТМ!

ГДЕ КТ '_ ТЭК НЗЗЬІВЗЕМЁІЯ НЗОТЕРМИЧЕСКЗЯ СЖИЬІЗЕМОСТЬ БЕЩЕСТВЗ,

значение которой можно наити в соответствующей таблице. Знак
<-› показывает, что при увеличении давления объем уменьша-
ется. Получаем

БУ, = -КТІ/(р- ро).

Для ртути КТ = 4 -10"" Па", значит, при изменении давления
на 1 атм относительное изменение объема составляет величину
порядка 10* (у большинства жидкостей сжимаемость на порядок
выше - у воды, например, КТ = 4 -10"° Па" ). Ясно, что при
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таком ничтожном изменении объема работа
1

Ат = рербут ="Р%)'Кт\/(р"Ро) ='%Кт(р2 " рЁ)т

будет очень мала: при повышении давления до р = 2 атм работа
в расчете на т = 1 кг ртути (плотность ртути р = 13,6 - 103 кг/ма )
составит примерно 4 -10`5 Дж. (Для воды = 6 - 10'3 Дж.) Правда,
сосчитав работу, мы ничего пока не можем сказать о том, сколько
пришлось забрать (или подвести) тепла для поддержания посто-
янной температуры, а значит, не можем узнать, как изменилась
внутренняя энергия вещества. В рамках первого начала (закона)
термодинамики преодолеть эту неопределенность невозможно.

Однако, если воспользоваться даже теми немногими сведени-
ями, которые можно почерпнуть из школьного учебника о втором
начале термодинамики, мы сможем продвинуться гораздо даль-
ше. А именно, воспользуемся теоремой Карно, которая утверж-
дает, что все обратимые машины, получающие тепло только от
резервуара с температурой 'Д и отдаюшие тепло только резерву-
ару с температурой Т2, имеют один и тот же КПД

__Д'Т2
"' д

независимо от того, что именно используется в качестве рабочего
тела машины. Чтобы с помощью теоремы Карно получить какое-
нибудь конкретное физическое соотношение, надо построить
бесконечно узкий цикл Карно, где тепло отдается при темпера-
туре Т, а получается при температуре Т + АТ, найти получаемое
тепло О, и работу БА , вычислить КПД П = БА/О, и приравнять
его к т'| = АТ/Т. Этот метод называется методом циклов (он
используется, например, в следующей статье).

Как же сформировать цикл Карно в нашем случае, чтобы с его
помощью выяснить, какое количество теплоты (и какого знака)
мы должны были подвести к ртути Р
при ее изотермическом сжатии?
Поступим следующим образом (см. р+А ......... _-
ригуногд- р ......... -- т+ы~

После окончания изотермичес-
кого сжатия подвергнем жидкость Т
небольшому адиабатическому сжа- ро _______________ __
тию, т.е. увеличим давление на Ар
без подвода тепла. При этом темпе-
ратура жидкости изменится на АТ.
Увеличится температура или умень- ЬСПФ-Щфф 'Ґ

1щщфщщщ-п

'Ґ
1
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шится, т.е. знак АТ, мы выясним позже, а сейчас заметим, что
этот знак очевидным образом связан с тем, подводили мы тепло
или отбирали при изотермическом сжатии. Действительно, если
для поддержания постоянной температуры мы были вынуждены
тепло отбирать, то после того, как мы перестанем это делать,
жидкость будет нагреваться (АТ > 0). (Именно так, как мы
увидим, обстоит дело для большинства жидкостей. Это может
быть не так только для самой необычной жидкости - для воды.)
Следующим шагом изотермически (при температуре Т + АТ)
умеиьшим давление до значения, чуть большего ро, после чего
адиабатически вернем жидкость в начальное состояние.

Получившийся цикл Карно, хотя и изображен на рисунке
сильно растянутым по горизонтали (на самом деле все линии на
графике почти вертикальны). имеет вид узкой полоски. Работа
БА в шткле равна площади этой полоски. Проведем из двух
вершин цикла два горизонтальных отрезка - две изобары при
давлениях ро и р. Площадь заштрихованной на рисунке фигуры,
состоящей из двух изотерм и двух изобар, практически равна
площади нашего цикла Карно. Сосчитать эту площадь нетрудно:
она равна произведению р - ро на АУ, а изменение объема,
вызванное изменением температуры жидкости на АТ при посто-
янном давлении, может быть выражено через обычный коэффи-
циент теплового расширения ос:

АУ
-- = о.АТ.
У

Это соотношение позволит нам не только вычислить АУ, но и
выяснить, когда АТ положительно, а когда отрицательно. Так,
если коэффициент теплового расширения положителен (что
верно для большинства нормальных жидкостей), то АТ > 0,
значит, при изотермическом сжатии тепло у жидкости надо
забирать, а при адиабатическом сжатии жидкость нагревается.
Если же коэффициент теплового расширения отрицателен (как
для воды в интервале от 0 до 4 "С), то при адиабатическом сжатии
жидкость охлаждается, а при изотермическом -поглощает
тепло.

Перейдем к расчетам. Работа за цикл равна
зи = (р- р,)м/ = (р- ро)е\/ат.

Подставим это выражение в формулу для КПД цикла Карно и
запншем теорему Карно:

(р-ро)а\/АТ _ Ё

О Т ,
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ОТКУДЗ ПОЛУЧИМ, ЧТО КОЛИЧЕСТВО ТЕПЛОТЫ, ОТООРЗННОЕ У ЖНДКОСТН

при изотермическом сжатии, равно

О = (р- ро)оъ\/Т = т.

Сделаем численные оценки. Для ртути от 1: 1,8 - 104 КЦ (при
температуре 300 К), т.е. при изотермическом сжатии до р = 2 атм
от 1 кг ртути надо забрать примерно 0,4 Дж тепла. (Если тепло
не отводить, т.е. увеличивать давление адиабатически, то ртуть
нагреется примерно на 0,003 К, так как удельная теплоемкость
ртути 138 Дж/кг.) Сравнивая с работой, которая совершается
при сжатии ртути до 2 атм, видим, что работа в 104 раз меньше
отбираемого количества теплоты. Это же самое верно и для
изменения внутренней энергии: при изотермическом сжатии
изменение внутренней энергии

ьи=--_--°'Т(рр'р°)т
на несколько порядков больше работы по сжатию жидкости.
Вспомним, что при изотермическом сжатии идеального газа
АЦ = 0, а работа равна подведенному количеству теплоты.

При каких же давлениях можно ожидать значительного
изменения структуры и свойств жидкостей и качественно нового
ее поведения? Оценим, при каких давлениях изменение внутрен-
ней энергии будет равно потеншаальной энергии взаимодействия
атомов 1 кг ртути, которую будем считать равной удельной
тенлоте испарения т. Для ртути т -.= 3.105 Дж/кг, поэтому
равенство АН = г наступит при давлении р ~10° атм. В
современных прессах удается достичь давлений в несколько
десятков тысяч атмосфер, причем в достаточно больших объемах
вещества, когда можно производить тщательное исследование
свойств этого вещества. Рекордных же давлений в миллионы
атмосфер, к которым, как теперь понятно, не зря стремятся
ученые, сегодня удается достичь лишь на короткое время и в
ничтожиых объемах вещества - на кончике алмазной иглы.



ВНУТРЕННЯЯ ЭНЕРГИЯ ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА

А. Черноуцан

Внутренняя энергия ~- важнейший параметр любой термо-
динамической системы. Зависимость внутренней энергии систе-
мы от основных параметров, определяющих ее равновесное
состояние, изучается как в рамках термодинамики, так и метода-
ми статистической физики.

Справка. В случае однородной однокомпонентной термодинамичес-
кой системы основных параметров два -например, температура и объем.
Говорят, что такая система обладает двумя термодинамнческими степе-
нями свободы. Значит, каждому равновесному состоянию системы
можно сопоставить одну точку на координатной плоскости (1/,Т), а
равновесный (квазиравновесный) процесс изображается линией на этой
плоскости. Значение третьего параметра - давления р - в каждой точке
плоскости можно вычислить с помошью уравнения состояния (в случае
идеального газа, например, с помощью уравнения Клапейрона-Менде-
леева).

Возтшкает естественный вопрос: существует ли какая-нибудь
связь между уравнением состояния системы и зависимостью
внутренней энергии Ы от параметров, определяющих это состо-
яние? Можно ли, зная функцию р( \/,Т), что-либо узнать о
функции П(У,Т)? Простейший (но очень важный) полигон для
изучения этого вопроса - хорошо вам знакомый идеальный газ.
Однако начнем мы с того, что вспомним и систематизируем
сведения об идеальном газе, известные из школьного курса.

Идеальный таз в термодинамике. Закон Джоуля
Чем более разреженным является реальный газ, тем ближе он

к идеальному. Многочисленные эксперименты действительно
показали, что чем более разрежен газ, тем точнее он подчиняется
уравнению Клапейрона-Менделеева

рї/=уКТ. (1)

Опубликовано в «Кванте› .ї\€›1 за 2000 год.
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Можно сказать, что, с точки зрения термодинамики, идеаль-
ным называется газ, точно подчиняющийся уравнению состоя-
ния (1).

В рамках первого закона (начала, постулата) термодинами-
ки, выражаюшего закон сохранения энергии с учетом тепловых
процессов, невозможно, исходя только из уравнения состояния
(1), получить какую-либо информацию о виде функции Ы( 1/,Т).
Крупнейшие физики прошлого столетия (Гей-Люссак, Джоуль,
Томсон) затратили значительные экспериментальные усилия для
установления этой зависимости. Из их экспериментов убедитель-
но следовало, что внутренняя энергия идеального газа зависит
только от температуры:

и(\/,т) = с/(Т), или с/(1/,,г) = с/(1/2,1).
Это соотношение называют законом Джоуля. Оно выполняется
тем точнее, чем более разреженным является газ, т.е. чем точнее
он подчиняется уравнению состояния (1).

Закон Джоуля позволяет выразить внутреннюю энергию
через другой параметр, более удобный для экспериментального
определения, - теплоемкость при постоянном объеме С,.. По-
скольку работа в изохорном процессе равна нулю, из первого
закона термодинамики: О = АС/ и определения теплоемкости:
О = Со. АТ следует, что теплоемкость при постоянном объеме есть
производная внутренней энергии по температуре:

С,. = Ц'(Т),

а внутренняя энергия, соответственно, - первообразная от
теплоемкости:

и(г) = І с,.а:г.
Опыт показывает, что теплоемкость любого разреженного

газа остается постоянной в широком диапазоне температур: от
10-40 К до 1000- 2000 К. Теплоемкость одного моля (моляр-
ная теплоемкость) любого одноатомного газа в этом диапазоне
температур одна и та же и равна 1,5К, двухатомного - 2,5 К,
многоатомного - ЗК. В этом случае для внутренней энергии
можно использовать простое выражение

и = с,.т (2)
(напомним, что энергия всегда определяется с точностью до
константы).
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ЭКСПЕРИМЕІПЭЛЬНОЕ ПОДТВЕРЖДЕНИЕ ЗЯКОІІЗ ДЖОУЛЯ

Эксперименты, приведшие к установлению закона Джоуля,
интересны не только с исторической точки зрения. Отптшем
кратко физический смысл этих опытов.

а) Расширение газа в пустоту. Отшты Гей-Люссака и
Джоуля. Что произойдет, если позволить газу свободно расши-

ряться в пустоту? Например, можно
соединить два сосуда - один с га-
зом, другой откачанный - трубкой

_? с краном (рис. 1) и наблюдать за
изменением температуры газа после
открывания крана. Как Гей-Люссак,
так и повторивший его опыты (в

с _ усовершенствованном виде) Джоуль
рисд пришли к выводу, =п-о температура

достаточно разрежеъшого газа в ко-
нечном состоянии такая же, как в начальном. Однако только
Джоуль сумел сделать из этого результата правильный вывод:
внутренняя энергия разреженного (идеального) газа не зависит
от объема!

При расширении в тгустоту газ не получает тепла (теплообме-
ном за малое время расширения можно пренебречь) и не совер-
шает работу. Из первого закона термодинамики следует, что
изменение внутренней энергии за время расширения также равно
нулю. Из опытов получаем

Ъ/(Ч-Т) = 0(И›Т)›
где УІ, Уо - начальный и конечный объемы газа.

При анализе расширения газа в пустоту многие школьники допуска-
ют характерную ошибку. Исходя из того, что тепло в этом процессе не
подводится, они делают вывод, что это не что иное, как адиабатический
процесс, а при адиабатическом расширении, говорят они, газ охлажда-
ется! Ошибка состоит в том, что адиабатический процесс - это
равновесный процесс, происходящнй при очень медленном расширении
газа без подвода тепла. При таком расширении газ совершает работу над
медленно перемещающейся перегородкой, и его внутренняя энерптя
действительно уменьшается. Расширение же в пустоту -- процесс
неравновесный, газ расширяется свободно, не совершая работы над
стенками сосуда, которые остаются неподвижными.

А что же будет, если расширению в пустоту подвертуть
плотный газ, в поведении которого наблюдаются заметные
отклонения от идеальности? Оказывается, температура такого
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(реального) газа при расширеъпти уменьшается. Дело в том, что
в реальных газах заметную роль играет притяжение меЖду
молекулами и связанная с этим притяжением потенциальная
энерп-тя взаимодействия между молекулами газа. При расшире-
нии среднее расстояние между молекулами увеличивается, силы
притяжения совершают отрицательную работу, и потенциальная
энершя увеличивается. А поскольку полная внутренняя энергия
остается постоянной, кинетическая энергия молекул, а значит, и
температура газа уменьшаются.

Справка. Наиболее удачной и широко применяемой моделью реаль-
ного газа является газ Ван-дер-Ваальса, подчиняющийся уравнению
состояния

(Р -ь{р+-1%): КТ (3)

(для одного моля газа). Постоянные Ван-дер-Ваальса а и Ь учитывают
притяжение между молекулами на больших расстояниях (постоянная а)
и сильное огталкивание на малых (постоянная Ь). Это отталкнвание
делает недоступным внутреннее пространство данной молекулы для
остальных молекул и уменьшает общий свободный объем. Внутренняя
энергия одного моля газа Ван-дер-Ваальса равна

0и =с,.т-- (4)г
Пример. Для кислорода а = 0,137 Па - Мб/НОЛЬ2. Один моль кисло-

рода находится в сосуде объемом 10 л. На сколько понизится темпера-
тура газа после соединения данного сосуда с другим сосудом объемом
тоже 10 л, но полностью откачанным? (Напомним, что для моля
кислорода С,.= 2,58.) Ответ: на 0,33 К.

б) Процесс Джоуля-Томсона. Опыты по расширению газа
в пустоту не обладали высокой точностью и не могли служить
надежным обоснованием закона Джоуля. Совместно с Томсоном
Джоуль провел серию опытов по просачиванию газа через
пористую перегородку. В двух частях теплоизолированного
цилиндрического сосуда, разделенных пористой перегородкой
(в опытах Джоуля-Томсона использовалась пробка из плотной
ваты и очесов шелка), находится исследуемый газ (рис.2). Если
в левой части сосуда поддерживать постоянное давление р,, а в
правой - меньшее давление ро, то газ будет очень медленно
просачиваться слева направо. Вначале весь газ находится слева
от перегородки при температуре Ц, а в опыте измеряется
температура То газа в правой части сосуда. Изменение темпера-
туры н таком процессе (То - Д ) называется эффектом Джоуля-
Томсона. При комнатной температуре для всех исследованных
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2,” Ц 2 “ 0 Т газов был обнаружен отрицатель-
2'_::,-_ ЁЁЁ ный эффект Джоуля -Томсона,

*І кроме водорода, для которого эф-
. _ _ . , Ё; фект был положительный. Однако
" ° во всех случаях при переходе к

более разреженным газам эффект
Джоуля-Томсона стремился к

нулю. В пределе, т.е. для сильно разреженных (идеальных)
газов, эффект Джоуля-Томсона отсутствует: Т; = То!

Лепсо убедиться, что из этого результата следует вывод о
независимости внутренней знерти идеального газа от объема.
Если начальный объем газа равен Ц, а конечный І/2, то работа
газа в этом процессе равна А = -р,\/І + рої/. Поскольку
теплообмен в этом процессе отсутствует (О = 0), из первого
закона термодинамики получаем

0: из "иъ "'Р2У2"Р1ц'
Так как То = Д = Т, из уравнения состояния идеального газа
следует

Рис. 2

ртц = р2У2'
Значит,

0202-Т) = 0.(Ч›Т)-
Изучение процесса Джоуля-Томсона для реальных газов

имеет большое значение - как научное, так и практическое.
Оказалось, что для каждого газа существует так называемая
температура инверсии, ниже которой эффект Джоуля-Томсона
становится отрицательным. Процесс Джоуля-Томсона исполь-
зуется для получения низких температур.

Идеальный газ в молекулярно-кинетической теории (МКТ)
С точки зрения МКТ, идеальным называется газ, в котором

молекулы между соударениями не взаимодействуют друг с
другом. Давление газа является результатом многочисленных
ударов молекул о стенку. Если газ находится в тепловом
равновесии со стенкой, эти соударения в среднем упругие.
Исходя из этого, выводится основное уравнение М КТ идеальных
газов

р= -Ё-п(є,,_,,,,) (5)

- давление газа пропорционально его концентрации и средней
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кинетической энергии поступательного движения молекул. Ум-
ножим обе части уравнения (5) на объем газа:

2 2
ру = '5І\!(єпос|“› =

Сравнивая это уравнение с уравнением состояния (1), видим, что
температура газа должна определяться средней кинетической
ЭИСРҐИЄИ ПОСТУПЗТЄЛЬНОҐО ДВИЖЕНИЯ ЄҐО молекул:

З
Епосг = 5 УКТ _

Именно так определяется температура в молекулярно-кинетичес-
кой теории - через среднюю кинетическую энергию поступа-
тельного движения в расчете на одну молекулу:

<-......) = Ё-Т <1›
(здесь І: = В/Мо - постоянная Больцмана).

Справка. Чтобы такое определение было законным, надо убедиться
в том, что оно согласуется с основным свойством температуры: равен-
ством температур двух тел, находящихся в тепловом равновесии. В М КТ
строго доказывается, что если два газа находятся в тепловом равновесии
друг с другом, то средние энергии поступательного движения молекул
этих газов одинаковы. Это и позволяет дать энергетическое определение
температуры идеального газа.

В случае одноатомного газа кинетическая энергия поступа-
тельного движения - это единственный вид внутренней энергии
теплового движения (напомним, что потенциальная энергия
взаимодействия между молекулами идеального газа считается
пренебрежимо малой). Тогда для внутренней энергии газа из
выражения (6) получаем

З
О =-Ё-МКТ, (8)

т.е. внутренняя энергия одноатомного газа, вычисленная в
рамках МКТ, зависит только от температуры. Соответственно,
теплоемкость одного моля одноатомного газа равна Со. = (З/2)К.

Обратим внимание на то, что в рамках МКТ и уравнение
состояния идеального газа, и утверждение о независимости
внутренней энергии от объема (для одноатомного газа) получа-
ются при одном и том же предположений - пренебрежимой
малости взаимодействия между молекулами. Это показывает,
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что выражение для внутренней энерпш, по-видимому, должно
быть как-то связано с уравнением состояния.

Справка. В случае многоатомных газов надо учитывать кинетичес-
кую энергию не только поступательного, во и вращательного движения
молекул, а в некоторых случаях и энергию колебаний атомов в молекуле
относительно друг друга. Учесть эти виды энергии позволяет закон
равнораспределения энерптн по степеням свободы. Этот закон можно
считать обобщением энергетического определения температуры (7). Он
утверждает, что на каждую степень свободы молекулы приходится в
среднем энергия (1/2)¦гТ (в расчете на одну молекулу:). Поступатель-
ному движению соответствует 3 степени свободы, и поэтому средняя
энергия поступательного движения равна (3/2)ЁТ. У двухатомных
молекул есть еще две степени свободы, отвечающие врашательному
движению, поэтому полная кинетическая энергия этих молекул равна
(5/ 2)ІеТ. Что касается колебательного движения атомов, то энергия этих
движений оказывается пренебрежимо малой вплоть до температур
1000- 2000 К. Объяснение такому <замораживанию› определенных
движений дает квантовая механика.

Закон Джоуля и второй закон термодинамики
Когда в середине прошлого века был сформулирован второй

закон (начало, принцип) термодинамики, выяснилось, что он
накладывает определенные ограничения на то, как может выгля-
деть внутренняя энергия І/(1/,Т) для вещества с определенным
уравнением состояния р( 1/,Т). В частности, для идеального газа
с уравнением состояния (1) может быть строго доказан закон
Джоуля.

Второй закон термодинамики накладывает также строгие
ограничения на возможность превращения внутренней энергии
хаотического теплового движения в механическую работу. В
формулировке Томсона (лорда Кельвина) этот закон гласит:
«Невозможен круговой процесс, единственным результатом ко-
торого было бы производство работы за счет охлаждения тепло-
вого резервуара». Простейщим следствием этого закона, имею-
щим аналитическую формулировку, является теорема Карно.
Сформулируем ее следующим образом: КПД тепловой машины
Карно любого типа, получающей тепло только от нагревателя с
температурой Ц и отдающего тепло только холодильнику с
температурой То, не может превышать КПД обратимой машины
Карно, равного для машины любого типа
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Напомним, что Сади Карно, которого по нраву считают осново-
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ПОЛОЖНИКОМ ВТОРОГО ЗЗКОНЗ ТЕРМОДИНЗМИКИ, СФОРМУЛИРОВЗЛ

свою знаменитую теорему в 1824 году, задолго до окончательно-
го утверждения не только второго, но даже и первого закона
термодинамики.

С помошью теоремы Карно можно получать различные
физические следствия. Покажем, например, как можно доказать
закон Джоуля, исходя только из
уравнения Клапейрона-Менделе Р 1
ева. ,

Рассмотрим два состояния од- оТ
ного моля идеального газа, харак-
теризующиеся одной и той же тем- ее-'-Ь_.~_-:_.,_ Н

Т

пературой Т, но различными объе- 2
мами И и У2 (рис.З). Вычислим

ч` 1

_-< ІЧ<-- *С

разность внутренних энергий этих ” '
состояний АН = По - Ы, и до-
кажем, что она равна нулю. Для
этого построим цикл Карно, мини-
мальная температура которого на рт- 3
очень малую величину АТ отлича-
ется от максимальной температуры Т. Работа, совершенная газом
при изотермическом расширении, равна

1* г,
А = Ірнт/ = ІЁЩ/ = ктшї,1/ У,

Г! Ґ!

3 КОЛИЧЕСТВО ТЄПЛОТЬІ, ПОЛУЧЄННОЄ ҐЗЗОМ В ЭТОМ ПРОЦЄССЕ, равно

У2О, = Ди +/1 = АС/+ЁТ1І'Ії.
І

Работа БА, совершенная газом за цикл, равна площади внутри
цикла. Для подсчета этой площади можно, учитывая близость
двух изотерм (малость АТ), заменить два наклонных адиабати-
ческих участка вертикальными прямыми. Получим

1/ 1/ . 1/за = нт1п-*1-н(т- аг)1пі = катит-1_
И Ч И

Согласно теореме Карно, КПД этого никла, равный БА/О,.
должен быть равен АТ/Т: о.

ЕАТІп --3-
У, АТ___ _ _ _о,2_ _ Т _

ди + кт1ь_1/,
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откуда немедленно следует, что АП = 0. (Отметим, что такой
же результат получился бы для любого уравнения состояния
вида р = [(1/)Т.)

Задание. Попробуйте применить теорему Карно к газу Ван-дер-
Ваальса - а именно, из уравнения состояния (3) получить выражение
(4).

Возникает вопрос: зачем же было тратить такие большие
экспериментальные усилия на проверку закона Джоуля, если его
можно просто вывести? Не говоря о самостоятельной ценности
этих экспериментов (особенно опытов Джоуля-Томсона), отме-
тим следующее. Несомненно, Джоуль и Томсон прекрасно знали
не только первый закон термодинамики (одним из создателей и
обоснователей которого был Джоуль), но и второй (одним из
основоположников которого был Томсон) _ ведь они приступили
к своим опытам уже после их открытия. Однако именно в этих
условиях экспериментальное подтверждение закона Джоуля
приобретало исключительное значение - должно было теперь
служить одновременно проверкой и уравнения состояния иде-
ального газа (незадолго до 'этого установленного Клапейроном),
и самого второго закона термодинамики!



ЭЛЕКТРОДИНАМИКА

ПРИНЦИП СУПЕРПОЗИЦИИ И НАПРЯЖЕННОСТЬ
ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ

ДАлександров

Напряженность поля, создаваемого неподвижным точечным
зарядом, можно найти из закона Кулона. Получается

Е=%:,илиЕ=-%.
4т:єог 4лєот

Для нсточечного заряженного тела задача нахождения напря-
женности поля более сложная. Один из методов ее решения
состоит в разбиении на точечные
заряды и применении принципа су-
ттерпозтши, согласно которому поле 4
нескольких зарядов равно вектор- 1
ной сумме полей каждого их них. В І І:

принципе, этот метод универсален. '
Он позволяет найти поле в любой
ситуации, если известно расположе-
ние создающих его зарядов. Един-
ственная проблема - вычислить по-
лучающуюся сумму. Разберем не-
сколько практически важных примеров, когда это удается сде-
лать сравнительно просто.

Начнем с совсем простого примера - найдем поле равномер-
но заряженного кольца на его оси (рис. 1 ).

Разобьем кольцо на маленькие кусочки и найдем поля і-го
кусочка в интересующей нас точке:

Еі

Рис. 1

Е, = -її.
гітгєоі

Опубликовано в <Кванте› Мб за 1997 год.
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Поле всего кольца равно
з=2д.

-У

Модуль вектора Е , конечно, не равен сумме модулей отдельных
слагаемых, поэтому сначала учтем симметрию задачи и избавим-
ся от векторности суммы. Понятно, что перпендикулярные оси
составляющие поля при суммировании сократятся, а параллель-
ные просто сложатся, так что для модуля результирующего поля
МОЖНО ЗЕІПИСЕІТЬ

у. сова
5 = 2 дм = 4пєоІ

В любой сумме одинаковые для всех слагаемых множители
можно выносить за скобки. В нашем случае І и от одинаковы для
всех кусочков. Заряды сд зависят от того, как мы разрезали
кольцо, и в принципе могут быть произвольными (но достаточно
малыми). Индекс <<і›, таким образом, не только нумерует
кусочки, но и подсказывает нам, что эту величину нельзя вынести
за знак суммы. В результате суммирования получим

Е сова Е Осоза О/1

4пео!2 Ч' 4пєоІ2 4по0(д2 + 32)” '

где О - полный заряд кольца. В центре кольца поле равно нулю,
а при І: >> К переходит, как и следовало ожидать, в поле
точечного заряда.

Как видно, в данном случае сумма выродилась в тривиальное
сложение зарядов отдельных кусочков. Если, однако, зарядить

, кольцо неравномерно или сдвинуть в
сторону точку наблюдения, задача ста-
нет несравненно сложнее.

щі Ж Теперь перейдем к полю бесконечной
^ М- равномерно заряженной нити (рис.2).

Обозначим линейную плотность за-
ряда нити через 1 , а расстояние от точки

_ наблюдения до нити - через г. Разобьем
ЕЕ нить на маленькие кусочки и запншем

принцип суперпозиции:

Е, = ії-т, сд = ?.Ахі, І? = г2 +хЁ.
Рис.2 4пєоІ[
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В этом случае при суммировании сократятся параллельные нити
составляющие поля, и для модуля результирующего поля полу-
чим

Е = 2Е,,= ЕЕ, сова, =Е сова,.

Такая сумма пугает обилием индексов «і», и за знак суммы
можно вынести только А и 4тсєо. Однако расчет можно упрос-
тить, придав геометрический смысл оставшемуся выражению.
Для этого проведем касающуюся нити окружность с центром в
точке наблюдения. Тогда Ау, = Ах, сова, (обозначения ясны из
рисунка 2), Аг, = Ау,г/1,, г/І, = сова, и

1 гАу. г Аті. _-4._=_-- аг,<:о$о,=
41550722 1, І, 41'!БоГ22

=%ЕАд, =___Ё.'_ї.27=._.Ь
415507 4-дєог 211807 .

Аналогично можно справиться с суммой, возникающей при
вычислении поля равномерно заряженной плоскости.

Разрежем плоскость на тонкие параллельные полоски. Поле
такой полоски мы только что вычислили. Если поверхностная
плотность заряда на плоскости о ,а ширина полоски Ах, то заряд
единицы длины полоски равен А = сгАх, и поле, создаваемое
і-й полоской в точке наблюдения, равно

оАх.Е, = --д
2лєо!, '

Согласно принципу суперпозиции (обозначения см. на рисунке
2),

стАх. сова.
Е = Е. . = е.2 ,совсд 2 27:80,,

Поскольку (аналогично предыдущему) Ау, = Ах, сова, и Аг, =
= Ау, т/1,, получаем

о Ах. сова. ст Ау.Е = І т _ ____Ь =

2лєо Е І, 2лєо Е І,

о Ау.г ст от о
= і-- 4.. = _.і._ Аг _ =--_-- = -і- _

2лєот 2 І, 2леот Е ' 21гєог 2єо
83



Упражнения
1. Найдите поле плоскости, разбивая ее не на полоски, а на кольца

и используя результат задачи о поле кольца.
2. Найдите поле плоскости, разбивая ее на точечные заряды (вместо

полуокружносги придется взять полусферу).

Чтобы справится с задачей нахождения поля заряженной
сферы, понадобится немного геометрии.

Рассмотрим окружность с центром О и радиусом В и какую-
нибудь точкуА вне ее (рис.З). Точку

Р В на луче ОА, для которой ОА- ОВ =
2 І 1 = 122, назовем сопряженной сточкой

.. А. Она обладает многими замеча-
О В 1- А тельными свойствами. Для нас важ-

но следующее: ОВ/ОР = ОР/ОА.
Треугольники РОВ и РОА, кроме

Рио. 3 пропорциональных сторон, имеют
..--_,__< д5," еще общий угол, поэтому они подоб-

' ны. Обозначив ОА = Ь, ВР = х,
РА = І и ОР = К, имеем В/Ь = х/І.
Из подобия также следует, что
ДОРВ = АРАО.

Теперь займемся собственно по-
__, лем сферы. Если А - точка наблю-

рИс_ 4 "пр дения, а о - плотность заряда на
сфере, то в обозначениях на рисун-

Ё"-|› 52.;
за

І
І

І
І

І1

ках 3 и 4 имеем
оАЅ -

Е = 2есова, .
4ттє оі,

Построим сферу того же радиуса с центром в точке В, сопряжен-
ной с А (см. рис.4), и найдем площадь , которую закрывает
на ней площадка А.Ѕ',, если смотреть из точки В:

_, В 2 , Н2АЅ, совет
АЅ, = - АЅ, - 2 .

-13 І

ДЅ. _
Теперь, вспомнив что х/К = І/І., получим А.Ѕ`,'= %_,(-ЕЕ-Ьзи
найдем нужную нам сумму: [і
Е: ст 2АоЅ`_,совс1,= ст ЕАЅ,,=ст.4т:}22= О

ме., 12 4т;,Е ' атготі 4те,1З'
Упражнение 3. Покажите, что внутри сферы поля нет.
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полв заряженной плоскости
Д.Александров

Какое поле создает равномерно заряженная плоскость? Ясно,
что вблизи - однородное, а очень далеко - похожее на поле
точечного заряда. Например, для поля на оси равномерно за-
ряженного плоского диска радиусом В зависимость Е_,(Іт) можно
ожидать примерно такую, как пока-
зано на рисунке 1. А какое поле будет Е,
тогда снаружи плоского конденсато-
ра, т.е. системы двух стоящих рядом ..__..д...,___
пластин (дисков), равномерно заря- І \\
женных одинаковыми по величине и . ":~.,`_`
противоположными по знаку заря- "'
дами? К І*

Чтобы найти Е, нужно, в со- Рис. 1
ответствии с принципом суперпози-
ции, сложить поля двух пластин. Так, поле на расстоянии І: от
ближней пластины равно разности (так как заряды пластин
разных знаков) полей Е(і2) и Е(І2 + ті), где а' - расстояние между
пластинами. Если сі<<Е, как это
обычно и бывает у плоского конден- Е.,
сатора, разность можно заменить
производной:
5,01) = вы + а) - в(/1) =в'(а)-4.
График зависимости Е, (11) приведен -"'
на рисунке 2.

Поле конденсатора максимально Рис. 2
там, где поле одной пластины меня-
ется наиболее быстро. Но, с другой стороны, силовые линии поля
снаружи конденсатора выходят перпендикулярно пластинам и
далее могут только расходиться (рис.З). Поэтому напряжен-
ность должна монотонно убывать и не может иметь максимума.

/"д_"'\`
/ \/ \`

Опубликовано в <Кванте› МЗ за 1998 год.
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А Полученное противоречие застав-
_ 1 + ляет более аккуратно рассмотреть

поле, создаваемое равномерно заря-
женной плоскостью. Лучше всего
его честно посчитать.

Возьмем равномерно заряженный
›- диск радиусом Н и найдем поле на

его оси, воспользовавшись принци-
-›\ пом суперпозиции. Маленький ку-

сочек диска площадью АЅ имеет
\ заряд оА.Ѕ` и создает в точке наблю-

дения поле АЕ = ІЮАЅ/12 (рис.4).
Рис, 3 А» Ясно, что в окончательный резуль-

- тат дает вклад только перпендику-
лярная составляющая поля, поэто-

му будем учитывать только ее:

\т)т:Ґ/ ІІІЁІП
КК

Ь АЅ
АЕ,=АЕсово:- О ,г0Ѕа_

Если вы знаете, что такое телесный угол, то заметите, что
(АЅсов 11)/12 как раз равно телесному углу, под которым виден
кусочек АЅ из точки наблюдения;
следовательно, суммарное поле

дв . 1*
1: ., 1

А-52
АЅ д_5',

Рис. 4 Рис. 5

равно телесному углу, под которым виден весь диск, умножен-
ному на Іго.

Для тех, кто не знаком с телесным углом, сделаем следующее.
Проведем сферу с центром в точке наблюдения и касающуюся
диска (рис.З). Тогда поле АБ, можно выразить следующим
образом:

ІгоА.Ѕ`сова А5, АЅ2
А-5, = :т=*°т= *°'т›І І І:где

Ь2
А.Ѕ`, = А.Ѕ`совст и АЅ2 = А.Ѕ`,ї,т-.
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Просуммировав по всем кусочкам, получим, что полное поле
равно Іго.Ѕ`/Ігг , где Ѕ - площадь, вырезаемая из нашей сферы
конусом с вершттой в точке наблюдения и диском в качестве
основания. Найдите самостоятельно эту площадь и убедитесь,
что

/1
Ѕ = 21т/22(1- сова) =2лІ:2 1-Э ,

\/Ігг + 122
а значит,

Е = 2пІгст 1-
І:

\/112 + К2
Проверьте также, что при И >> В эта формула переходит в
такую:

12* 55=1г%.
Из графика на рисунке 6, где

изображена последняя зависимость
Е(11) , видно, что поле вблизи пласти-
ны меняется быстрее всего, т.е. в (1
каком-то смысле оказывается наибо- р,.,с_ 5
лее неоднородным.

Теперь нетрудно найти и поле конденсатора. Будем считать,
что сі<<К. Тогда

2ыЮк2а

При п<<Р
а! д

ЕК =21ІІЁО'Е=Ео,,о_,_р,,°ї}ї, (*)

т.е. поле действительно мало.
Раз на внешних сторонах пластин начинаются и заканчивают-

ся силовые линии, ,там должны быть заряды. Формула (*)
позволяет найти связь между поверхностнымн плотностями
заряда на внутренней и внешней сторонах пластины:

сі
Оснаружи = Овнутрн ЕЕ '

Е, = в(/1) - в(ь + 4) =-в'(л)~а =

Отсюда также следует, что реальная емкость плоского конденса-
тора больше, чем дает пренебрегающая красными эффектами
формула С =Ѕ/(гіліссі так как эффективная площадь пластин
больще .Ѕ` из-за того, что у них работают еще и внешние стороны.
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Теперь поговорим о потенциале. Если, скажем, конденсатор
заряжен до разности потенциалов Ц, то чему равны потенциалы
пластин относительно бесконечности? При обсуждении подоб-
ных вопросов полезен следующий факт: у симметричного кон-
денсатора (пластины одинаковой формы, стоящие параллельно)
потенциал точки посередине между пластинами равен потенци-
алу бесконечности. В этом можно убедиться, посмотрев на
картину силовых линий поля конденсатора (см. рис.З). Из
симметрии очевидно, что уходящая в бесконечность плоскость
АА' всюду перпендикулярна силовым линиям и поэтому являет-
ся зквипотенциальной поверхностью. (Предполагается, что кро-
ме конденсатора никаких зарядов во вселенной нет.) Потенциа-
лы пластин относительно бесконечности совпадают, таким обра-
зом, с потенциалами пластин относительно середины конденса-
тора, т.е. они равны ± Ы/2.

Если от внешней стороны отрицательной пластины заряжен-
ного до напряжения С/ конденсатора отрывается электрон, то его
скорость в бесконечности можно найти из уравнения

тег Ш__ = д_
2 2

(начальной скоростью электрона пренебрегаем). Эта простая
задача дает пример ситуации, когда принципиально нельзя
пренебречь краевыми эффектами.

В заключение заметим, что поле снаружи и заряд на внешней
стороне обкладок - неприятности не только плоского конденса-
тора. Легко показать, что любой заряженный конденсатор созда-
ет вокруг себя поле и, следовательно, имеет заряды на внешних
сторонах обкладок, так как силовым линиям нужно где-то
начинаться и заканчиваться. В самом деле, работа электростати-
ческого поля при переносе заряда с одной клеммы на другую не
зависит от маршрута. Перенося заряд как вне конденсатора, так
и внутри его, мы получим одинаковые работы. Поэтому, если
поле есть внутри конденсатора, то оно есть и снаружи. Можно,
конечно, попытаться єзаперетьъ поле, например между двумя
сферами. Но чтобы эта система стала конденсатором, нужно
иметь возможность подключатъся к внутренней сфере. Придется
сверлить дырочку, через которую поле и заряд вырвутся наружу.
Так что ничего хорошего у нас не получится.



РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЗАРЯДА НА ТОНКОМ ДИСКЕ

А. Черноуцат

Если спросить у школьника (даже весьма подготовленного).
что произойдет, если на тонкую металлическую пластину площа-
дью .Ѕ` поместить заряд у, то почти наверняка можно услышать
такой ответ: «Заряд распределится по пластине почти равномер-
но, кроме самых краев; непосредственно у поверхности напря-
женность поля будет направлена перпендикулярно пластине и
равна Е = 41/(2ео.Ѕ`)а›. Откуда берется такой ответ, понятно:
школьник воспринимает изолированную пластину как половину
хорошо известного ему плоского конденсатора. Но такое пред-
ставление ошибочно. Равномерное распределение заряда по
пластинам плоского конденсатора возникает в результате взаим-
ного влияния этих заряженных пластин, и для изолированной
пластины распределение заряда по поверхности может заметно
отличаться от равномерного. Это распределение сильно зависит
от формы пластины, и в общем случае может быть получено
только на компьютере. Однако для пластины круглой формы -
металлического диска - результат можно получить точно.
Сделаем это, но прежде вспомним основные свойства электроста-
тического поля в присутствии проводников.

Теорема единственности. Основные свойства проводников
сводятся к следующим:

1) Напряженность поля внутри проводника равна нулю.
2) Все точки проводника (любого!) обладают одним и тем же

потенциалом - его называют потенциалом проводника. В случае
изолированного проводника этот потенциал пропорционален
заряду: у = Сср (С - емкость изолированного проводника).

З) Заряд проводника расположен только на его поверхности
(в объеме проводника заряд отсутствует).

4) Вблизи проводника напряженность поля направлена пер-
пендикулярно его поверхности.

Если распределение заряда по поверхности проводника зара-

Опубликовано в 4Кваите› .ТчЪ1 за 1998 год.
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нее неизвестно, то угадать его (кроме самых простых случаев)
довольно сложно. Существенную помощь при решении задач
оказывает теорема единственности: существует единственное
распределение зарядов, удовлетворяющее перечисленным свой-
ствам. Значит, если удалось угадать какое-нибудь распределение
заряда, при котором поле внутри проводника отсутствует, то это
распределение и будет правильным. На этом принципе основан,
в частности, известный метод электростатических изображений
(см., например, следующую статью). Единственность окажет
помощь и в нашем случае.

Тошснй диск. Рассмотрим тонкий проводящий диск радиусом
Р, на котором находтся заряд у. Так как объем диска близок к
нулю, надо следить за полем не в объеме диска, а возле его
поверхности. А именно, нужно найти такое распределение заряда
по поверхности, при котором напряженность поля возле любой
точки диска направлена перпендикулярно его поверхности.
Чтобы сделать это, поступим следующим образом.

Возьмем проводяшую сферу радиусом В и поместим на нее
заряд у. Ясно, что этот заряд распределится по поверхности
равномерно с поверхностной плотностью со = су/(4 11:32 Напря-

женность поля внутри сфе-
ры будет при этом равнаа) 6) Ф

72 нулю. Хотя это утверждение
Г, 5 /\ можно считать очевиднымА 1” ---- -- '-~"' А- 5т- (скажем, из соображений
5 И------"' единственности), полезно

Ґ

' 51 вспомнить, как оно доказы-
вается с помощью приншапа

Рио, суперпозиции. Рассмотрим
внутри сферы произвольную

точку А, и построим тонкий конус с вершиной в этой точке (рис.
1,а). Этот конус отсекает от сферы две маленькие площадки. Из
подобия следует, что отношение их площадей равно отношению
квадратов расстояний: Ѕ,/52 = г,2/1:22. Следовательно, напря-
женности полей, создаваемые в точке А этими площадками,
равны по величине (!гсто.Ѕ`, /132 = Ігоо.Ѕ`, /го? ) и, поскольку направ-
ления слагаемых напряженностей противоположны, результи-
руюшая напряженность равна нулю.

Начнем деформировать сферу, сжимая ее вдоль одного из
направлений (рис.1,б). Но не позволим зарядам растекаться по
поверхности получившейся <<лепешки›› (по-научному - эллип-
соида), выбирая известное им единственно правильное распреде-
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ление, а будем считать их как бы приклеенными к поверхности.
Это значит, что заряд, находившийся на некоторой площадке,
после ее деформации останется таким же. При этом для каждой
степени сжатия мы можем рассчитать распределение заряда по
поверхности получившегося эллипсоида. Рецепт следующий:
вычислим, во сколько раз уменьшится площадь маленького
кусочка поверхности -- во столько же раз увеличится поверхност-
ная плотность заряда. Например, при линейном сжатии в 2 раза
поверхностная плотность заряда на полюсах останется равной
со, а на экваторе увеличится до 2о0.

Самое замечательное, что принудительно построенное нами
распределение заряда как раз и является правильным! Действи-
тельно, в результате сжатия деформированные конусы останутся
подобными, и создаваемая площадками 5; и 5; в точке А'
напряженность останется равной нулю. Значит, угаданное нами
распределение заряда дает внутри эллипсоида нулевую напря-
женность, а снаружи вблизи эллип-
соида напряженность перпендику
лярна его поверхности. І,  ~.

Наверное, вы уже догадались, '
\

как теперь перейти к бесконечно '.,
І _: -“Ж \тонкому проводящему диску - надо К Щ

ТБ: __просто устремить к бесконечности ~=\ы_щ_
степень сжатия! При этом круглая
полоска шириной Аг на поверхности Рис. 2
сферы перейдет в полоску шириной
Аг' = Аг сова на диске, т.е. площадь полоски уменьшится в 1/сов сп
раз (рис.2). Значит, на расстоянии т от центра диска поверхно-
стная плотность заряда (с одной стороны диска) будет равна

0* ООЁ
=±-Ь=і-"'* *

си) сова ( )
Видно, тго распределение заряда совсем не похоже на равномер-
ное. Поверхностная плотность заряда при удалении от центра
возрастает, а при приближении к краю диска стремится к
6ЄСК0НЄ'-ІНОСТИ. ОТМЄТНМ, ЧТО ПОВЄРХНОСТНЗЯ ПЛОТНОСТЬ ЗЗРЯДЗ В

Центре диска со = су/(41182) в два раза меньше, чем была бы при
равномерном распределении заряда ( о = 9/(2л:К2)). В два раза
меньше будет и напряженность поля возле цеъггра диска.

Емкость тонкого диска радиусом В. Используя полученное
нами распределение заряда по поверхности диска, мы можем
найти его емкость. Для чего это нужно? Ну например, зная
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емкость, можно определить энертю электрического поля, созда-
ваемого заряженным диском, что часто бывает полезно для
решения задач.

Чтобы вычислить электроемкость, надо найти потенциал
диска. Проще всего это сделать для центра диска. Разбивая диск
на тонкие круглые полоски, получим

_ 1 ї2<;(г)<і5 _ 1 :ї2о0К-2яг<іт = нові*
Ф-Мгєо О Ґ _4тгє0 О ,,[д2_,_2 2є0

(такой интеграл можно найти в таблице или взять самостоятеліь-
но, сделав замену т = Взіпоъ). Учитывая, что ст = со -41:12 ,
найдем емкость диска по формуле С = су/ср:

С = 81:08.
Упражнение. Какую работу надо совершить, чтобы две круглые

обкладки плоского конденсатора разнести на очень большое расстояние
друг от друга? Начальное расстояние сі между пластинами много меньше

2
их радиуса К, заряд конденсатора су. Ответ: А = Ёїї-Ё-(1 -

0

Две одш-таково заряженные плоские пластины. Рассмотрим
плоский конденсатор с круглыми пластинами, расстояние между
которыми а! много меньше их радиуса К. Что произойдет, если
зарядить эти пластины одинаковыми по величине и знаку
зарядами? Ответ следующий: практически весь заряд каждой
пластины окажется распределен по ее внешней стороне по
закону, определяемому формулой (* ). Заряд на внутренней
стороне и поле между пластинами будут ничтожно малыми.
Объяснить такой результат проще всего с помощью теоремы
единственности. Возьмем сначала пластину радиусом В с малой
толщиной сі и нанесем на нее двойной заряд. Он распределгггся
по ее поверхностям по закону, близкому к случаю бесконечно
тонкой пластины. Теперь вь1режем внутреннюю часть. Так как
она почти не заряжена, распределение заряда практически не
изменится. Значит, в этом случае взаимодействие между пласти-
нами сводится к выталкиванию зарядов на внешние стороны
пластин.

Плоский конденсатор. Теперь зарядим эти же пластины «как
положеноь - зарядами, одинаковыми по величине, но противо-
положными по знаку. Ситуаштя кардинально изменится. Почти
весь заряд окажется на внутренней стороне пластин, причем
распределится практически равномерно. Все дело в том, что в
этом случае в пространстве между пластинами существует элек-
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трическое поле. Напряженность поля Ё направлена перпендику-
лярно пластинам, и разность потенциалов Ы между пластинами
постоянна и в любом месте равна Ы = Есі . А поскольку расстояние
между пластинами всюду одно и то же, то и напряженность поля,
и поверхностная плотность заряда также почти всюду одинаковы
(кроме краев). Перпендикулярность поля поверхности пластин
теперь обеспечивается автоматически ~- за счет суперпозиции
напряженностей от положительной и отрицательной пластин
(рис.3) и не требует специально-
го распределения по поверхности, +(7
как в случае изолированной плас-
тины. Таким образом взаимодей- _д
ствие между пластинами привело к
кардинальному перераспределению `
заряда. Е

Как видно из приведенных рас- Рио 3
суждений, равномерное распреде-
ление заряда по поверхности обеспечивается постоянным рассто-
янием между пластинами. Если бы расстояние между пластина-
ми медленноменялось, то в более узком месте и напряженность
поля, и поверхностная плотность заряда были бы больше.

Пронзвольно заряженные пластины. К разобранным нами
двум случаям - пластины, заряженные одноименными или
разноименными зарядами - можно свести и общий случай
произвольно заряженных пластин. Действительно, пусть на одну
пластину нанесли заряд 41 , а на другую - заряд 42. Тогда общий
заряд пластин равен О = 4, + 112. Будем считать, что пластины
заряжали в два этапа: сначала на них поместили одноименные
заряды О/2, а потом на первую пластину поместили заряд ч =
= (сд _ (72) / 2, а на вторую - заряд -9. Тогда поле в простран-
стве мсжду пластинами и разность потенциалов между ними
будут определяться зарядом 4, равномерно распределениым по
внутренней поверхности, а поле вне пластин - зарядом О,
неравномерно распределениым по внешней поверхности (в слу-
чае круглых пластин это распределение описывается формулой
(*)).

Е ~ И Е»\` і
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МЕТОД ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИХ ИЗОБРАЖЕНИЙ

А. Черноуцан

Определение поля в пространстве _вокруг проводников пред-
ставляет собой трудную задачу. Достаточно редко удается ре-
шить ее простыми методами, без привлечения сложной матема-
тики или мощного компьютера. Причина состоит в том, что
заранее не известно распределение зарядов по поверхности
проводника. Известно лишь, что они занимают такое (единствен-
ное!) положение, при котором напряженность поля внутри
проводника равна нулю. Значит, нельзя сразу же применять
привычный метод суперпозиции, что создает психологические
трудности. Неудивительно, =гго в школе ограничиваются рас-
смотрением одной задачи - об уединенном проводящем шаре, -
в которой распределение заряда является очевидным.

В этой статье мы продемонстрируем, как соображения сим-
метрии позволяют в некоторых случаях «угадать», или, точнее,
«сконструировать› решение. Мы рассмотрим только один тип
задач - проводник в поле точечного заряда +с7.

Заряды на проводнике перераспределяются так, чтобы ском-
пенсировать напряженность поля точечного заряда внутри про-
водника. Поле этих наведенных зарядов есть и вне проводника,

в частности онодействует на заряд +4;
д) Р с силой Р = с;Еш .
.-__; Чтобы задача была определена,

*Ч необходимо, как говорят математи-
ки, задать граничные условия. Воз-
можны следующие случаи:6)

Р 1 ) Известен заряд проводника О.
.і› Например, если О = О, то на ближай-

+Ч щей к заряду +4 поверхности провод-
НН КЗ 6уДуТ РЗСПРЄДЄЛЄНЫ ОТРН ЦЕІТЄЛЬ-
НЫЄ НЗВЄДЄННЬІЄ ЗЕІРЯДЫ, 3 На ДЕІЛЬНЄЙ

Р“°-7 - положительные (рис 1,а). Видно,

Опублнквано в <Кванте› МЦ за 1996 год.
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что заряд и незаряженный проводник (на рисунке - шар)
пригягиваются друг к другу. -

2) Известен потенциал проводника. Предполагается, что он
соединен проволокой с удаленным большим проводником извест-
ного потенциала. Например, при соединении с землей (заземле-
нии) принимается, что потенциал равен нулю (как на бесконеч-
ности). На заземленном проводнике появляется отрицательный
наведенный заряд, и он притягивает заряд су сильнее, чем
незаряженный (рис 1,6).

Самая простая форма проводника - сферическая. Мы поста-
раемся к концу статьи полностью решить задачу о проводяшем
шаре в поле точечного заряда. «Полностью решить› - значит
научиться вычислять напряженность поля во всем пространстве,
силу взаимодействия заряда и проводника, а также величину
наведенного заряда и его распределение по поверхности провод-
ННКЗ.

Интересно, =гго на некоторые вопросы можно ответить доволь-
но легко. Определим, например, какой заряд появится на
заземленном шаре, если точечный заряд 4 находгпся на рассто-
янии Ь от его центра. Для этого воспользуемся тем, что потенци-
ал Центра шара (как и всех его точек) равен нулю. Выразим его
через заряды:

А .ьї+2:г-9±=аї+ь%=о
І. _ Ё І. Н

(потенциал, создаваемый наведенными зарядами в цеъггре шара,
не зависит от их распределения, так как все они находятся на
расстоянии В от центра). Получаем

О,,,,,_=-чё. (1)
Но как действовать да.льше? Чтобы понять, какой вид может

иметь решение, рассмотрим сначала совсем дРУгой проводник --
бесконечную плоскость (или, что то же самое, полупростран-
ство). Совершеннонеожи О ф Поле зарядов И
данно соображения сим-
метрии позволят нам пол- 110,19 "~ ч Ж
ностью решить эту задачу навсдснны.1>*.. \
и подскажут, как можно зарядов __,-›*' "`-!!__°~*ш навддшньд

+45; __,›' '*-.____-подойти к задаче о заряде __ ______ __ _ _____ __ 2 __3аряд°в
и шаре. с! сі

Пусть проводник зани- О
мает все правое полупро- рис 2
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странство (рис.2). Вычислить поле вне проводника (слева от
ОО') нам поможет тот очевидный факт, что поле наведенных
зарядов симметрично относительно плоскости ОО'. Раз это
поле в проводнике компенсирует поле заряда +4, то оно совпа-
дает с полем воображаемого заряда -сд, помещенного в ту же
точку, что и заряд +с;. Теперь ясно, что поле, которое создают
наведенные заряды слева от ОО' (вне проводника), в точности
равно полю воображаемого заряда -су, но помещенного по
другую сторону от плоскости ОО' симметрично по отношению
к заряду +с7. Этот воображаемый заряд -су называют изображе-
нием заряда +с;.

Итак, плоская поверхность проводника притягивает точеч-
ный заряд +Ч. удаленный от нее на расстояние а', с такой же
силой, с какой его притягивал бы заряд -су, удаленный на
расстояние 2а!:

2
Р = Ё % .

(201 1
Мы получили удивительный результат: поле, создаваемое

зарядом и проводником (рис.З,а), в пространстве вне проводни-

а) (р=0 6) О* Ф=0

ОІ

Рис. 3

ка совпадает с полем всего двух точечных зарядов (рис.З,б).
Почему оказалась возможной такая подмена? Вспомним, что
поверхность проводника представляет собой зквипотенциаль-
ную поверхность, причем в нашем примере потенциал проводни-
ка равен нулю. Поле же двух зарядов +с7 и - су обладает следую-
щим свойством: эквипотенциальная поверхность (р = 0 совпадает
с плоскостью симметрии ОО', т.е. точно повторяет форму
поверхности рассматриваемого проводника. Именно в этом при-
чина совпадения полей, изображенных на рисунке 3.

В друпгх случаях тоже надо стремиться расположить заряды-
изображения внутри проводника так, чтобы поверхность нужно-
го постоянного потенциала совпадала с поверхностью проводни-
ка. Тогда поле внешних зарядов и проводника будет совпадать

96



с полем внешних зарядов и зарядов-изображений (т.е. провод-
ник подменяется изображениями). Дело в том, что граница
рассматриваемой области (пространства вне проводника) имеет
в этих случаях одинаковый потенциал, и расположение зарядов
внутри области также одно и то же (все изображения находятся
в проводнике, т.е. вне этой области). Выполнения этих условий
достаточно, чтобы утверждать, что поля совпадают всюду внутри
области. Это утверждение часто называют принципом единствен-
ностн в электростатике.

Возникает резонный вопрос - как это сделать? Как найти
заряды-изображения и их положения, если известны форма и
потенциал проводника? К сожалению, в общем случае такого
рецепта не существует, и обычно приходится действовать, как
говорят, сс конца» - от зарядов к проводнику. Возьмем
несколько точечных зарядов, рассчитаем их поле, найдем любую
эквипотенциальную поверхность ср = «ро и заполним простран-
ство внутри этой поверхности проводником с потенциалом (ро.
Тогда поле, которое мы уже рассчитали, представляет собой
готовое решение для получившегося проводника и тех зарядов,
что оказались вне его. Заряды же, которые <погибли› внутри
проводника, играют роль зарядов-изображений.

Таким способом можно построить много єготовых› решений
(правда нет гарантии. =гго всегда удастся подобрать решение под
заранее выбранный провод-
ник). Вот пример. Рассмот- (1)
рим какую-нибудь эквипотен-
циальную поверхность для +Ч _-д--...__`
тех же зарядов +9 и -су, ___ ___..-
например с ср = -1 В (рис. (4 _1в
4,а). Поле зарядов вне этой
поверхности совпадает с по- 6)
лем заряда +с; и проводника,
имеющего фиксированный +
потенциал ср = -1 В (рис. Ч'4,6). ,В

Еще пример. Поле четы- Рис, 4 Ф
рех зарядов +с;, +с;, -с; и
-су, размещенных в вершинах прямоугольника (рис. 5,а), имеет
эквипотенциальную поверхность ср= 0 в виде двух взаимно
перпендикулярных плоскостей. Значит, часть этого поля, заклю-
ченная в первом квадрант-:. совпадает с полем заряда +г;,
помещенного в двугранный угол (рис.5,б). Три других заряда
являются изображениями заряда +4. Попробуйте сами найти
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а)__ ' -›
;_,,,; *Ч

Рис. 5
решение для заряда, помещенного в трехгранный угол (для этого
вам придется использовать семь дополнительных зарядов).

Вернемся к проводящему шару. Возьмем два заряда +4, и -42
%4,~:› 42), расположенных на расстоянии І друг от друга (рис.

,а). Оказывается, что эквипотенциальная поверхность ср = 0
представляет собой сферу. Чтобы определить радиус этой сферы

дв

_.53, Вт.,/е
\'Т-9'ІФ

5еь ЧР6

Ф

' І
Рис. 6

В и расстояние Ь от ее центра до заряда +4, , можно приравнять
к нулю потенциалы точек А и В:

ьі-ді-= о, аі--ь-іг-_= о.
І.-В В-(І.-І) Ь+К К+(Ь-І)

Поле данных двух зарядов в пространстве вне сферы в точности
совпадает с полем, которое возникает, если заряд +4, поместить
на расстоянии Ь от центра заземленного проводящего шара
радиусом В (рис. 6,6). В том случае, когда задано положение
шара, нам известны В и Ь, а положение (І) отрицательного
заряда-изображения и его величину (42) можно найти:

2 к1-1.-Ё.-±а=% <2›
(расстояние от 42 до центра равно 122/Ь). Сравните ответ для
заряда 42 с полученным ранее ответом (1) для заряда на
заземленном шаре. Сила, с которой заряд +4, притягивается к
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шару, равна

г = 1: Ё?-1-'-_
А как быть в случае, если задан заряд шара О? Оказывается,

решение этой задачи леп<о получить из задачи о заземленном
шаре. Сконструируем ответ следующим образом. Рассмотрим
заземлениый шар в поле заряда 4, , отсоединим шар от земли и,
не позволяя зарядам смещаться, распределим равномерно по
поверхности шара дополнительный заряд 43 = О + 42 _ Так как до
этого на шаре был заряд -42, то полный заряд шара станет равен
О. При этом напряженность поля внутри шара останется равной
нулю. Значит, в соответствии с принципом единственности, мы
нашли правильное решение. Поле наведенных зарядов вне шара
будет совпадать с полем двух точечных зарядов: -42 на рассто-
янии 22/1, от центра шара и 42 в центре шара. Например, в
случае незаряженного шара (О = 0)-получаем 43 = 42, и сила
притяжения между точечным зарядом 4, и незаряженным про-
водящим шаром оказывается равной

Р=*-@-Ьщ.1 1.
где 1. - расстояние от заряда 4, до центра шара, а І и 42
определяются формулами (2).

Осталось ответить на один вопрос: как найти распределение
зарядов по поверхносїи проводника? Для этого надо рассчитать
напряженность поля Е возле той точки поверхности, которая нас

-Ъ

интересует (напомним, \п'о Е перпендикулярна к поверхности),
и воспользоваться формулой, связывающей напряженность с
поверхностной плотностью заряда (см. Приложение):

О
Е=€. (З) 'Е0

с: -,
, Е

Например, вслучае проводящей плос- 3 Ч
кости поле равно векторной сумме ,-' 'І `~.,`
полей заряда 4 и заряда-изображения , 2 ,
-4. На расстоянии х от основания Ча1'.---Н--- 2....... --Ё-2,
перпендикуляра, опущенного из за- ^
ряда на плоскость (рис.7), напряжен- Рис 7
ность равна

І

1 24 1 244
Е-- - -2--2соза=---і-Ё,

41ІІЕ0 1 + Ц 41180 (12 _,_д2)
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откуда находим ,,,,, _ _з±е___
_ 4п(а:2 + с!2)3/2 _

Приложение
Выведем формулу (З) двумя способами: для тех, кто уже знаком с

теоремой Гаусса, и для тех, кто пока предпочитает обходиться без нее.
С теоремой Гаусса все очень просто: надо применить ее к маленькому

плоскому цилиндру, одно основание которого находится внутри провод-
ника, а другое - вне (рис.8,а): ЕЅ = 05/во , откуда получаем выражение
(3).

Другое доказательство основано на выделении вклада близлежащего
участка поверхности. Если этот участок достаточно мал, то его можно
счъггать плоским и вблизи центра (на расстояниях, малых по сравнению

-О

с размерами участка) совпадающим с нолем ЕМ бесконечной равномер-
-О

но заряженной плоскости (рис.8,б). Поле Е' всех остальных зарядов не

Е Е

ЕІЪ1

, Е'
/ ЕІ1.1

Е І

Рис. 8

испьггывает скачка па поверхности, оно уничтожает поле Ём внутри
проводника н складывается с Ёп, вне: ЕМ - Е' = 0,Ем + Е' = Е. Полу-
чаем, что для любого проводника поле возле его поверхности выража-
ется через ноле равномерно заряженной плоскости: Е =2ЕМ. И тут
самое время вспомнить, что в одном из случаев поле проводника нам
хорошо известно -- это поле уединеииого заряженного шара. Возле
поверхности шара

Е=_Ь__<±=д_::їЁ=:_
41пг:,, К: 4яв,, К: во

Отсюда мы немедленно делаем вывод, что такой же ответ годится для
ПРОНЗВОЛЬНОГО ПРОВОДННКЗ, З ЗЗОДНО ПОЛУЧЗЄМ В КЗЧЄСТВЄ ФНЗВЗРЗІ ПОЛЕ

бесконечной равномерно заряженной плоскости:
ст

Е=-_
2є,,



ПОЛЯРИЗОВАННЬІЙ ДИЭЛЕКТРИК
И ЕГО ЭНЕРГИЯ

Е. Выродов, В. Слепнев
Физику, изучаемую в школе, иногда называют элементарной.

Это действительно так - в школьной программе нет сложных,
трудных для понимания законов, а решение задач не требует
высшей математики. Однако и в элементарной физике можно
найти немало очень глубоких вопросов, ответы на которые
совсем не очевидны. Посмотрите, какая дискуссия развернулась
недавно на факультативном занятии в нашей школе. Участвова-
ли в ней учитель физики (Учитель) и два школьника (Володя и
Антон). Началась она с очень простого вопроса, а закончилась...

Учитель. Тема нашего занятия - «Энергия конденсатора=›.
Рассмотрим плоский воздушный конденсатор, площадь пластин
которого .Ѕ`, а расстояние между ними 4. Пусть этот конденсатор
заряжен, и заряд его равен О. Как найти электростатическую
энергию, запасенную в конденсаторе?

Это можно сделать разными способами, например так. Пред-
ставим себе, что мы заряжаем конденсатор, перенося заряд
маленькими порциями с одной его обкладки на другую. Работа,
которую мы при этом совершаем, идет на увеличение энергии
конденсатора. Давайте найдем работу, необходимую для того,
чтобы зарядить конденсатор до заряда О, - это и будет ответом
на поставленный вопрос.

Обозначим через АО, заряд і-й порции переносимого нами
заряда, а через О, - заряд коъщенсатора перед переносом і-й
порции. Тогда заряд АО,, перемещаясь с одной пластины на
другую, проходит разность потенциалов П, = О, /Со (где Со =
= є,,.Ѕ`/а! - емкость конденсатора), а работа, которую нужно для
этого совершить, равна

АА, = П,АО,.

Полную работу, затраченную на перенос всего заряда О, а

_О_-публиковано в сКванте› Мг! за 1999 год.
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знач:-гт, и энергию заряженного конденсатора мы найдем, про-
суммировав все АА,:

и/,, = А = 2и,до,_
І

Для того чтобы вычислить эту сумму, нарисуем график
зависимости Ы от О. Она очень простая - это прямая пропорци-
ональность (рис.1). Сразу заметим, что каждая элементарная
работа АА, численно равна площади прямоугольника, построен-

дд ного на отрезке АО, и упираюшето-
и(О)_ ся в наш график. Понятно, что сум-

ма площадей всех этих прямоуголь-
ников будет близка к площади под

,_________ графиком функции СКО) (все АО,
- очень маленькие). В пределе при
АО, -›0 мы и получим эту площадь
под графиком. Надеюсь, вычисле-
ние площади треугольника ни у кого

до, О проблем не вызывает? Тогда напи-
шем ответ:Рис. 1. График, использован-

ный Учителем для вычисле- 1 02
ния энергии заряженного ру = _[;(О)@ = _.....__
конденсатора ° 2 2С,,

Володя. Где-то подобное рассуждение уже возникало.
Учитель. Ну конечно, при вычислении перемещения при

равноускоренном движении.
Антон. Вообще-то, можно было не возиться с этими детскими

прямоугольничками и площадями под графиком. По сути, мы
просто вычислили интеграл от линейной функции.

Учитель. Что ж, не в меру образованные люди могут сказать
и так - это будет чистая правда.

Володя. Интересно, а если между обкладками конденсатора
находится диэлектрик - результат будет таким же?

Учитель. А в чем, собственно, разница? В нашем вычислении
энергии мы вообще нигде не использовали тот факт, что конден-
сатор - воздушный. Нам нужна была только его емкость Со - она
определяла связь между Ы, и О, . Если диэлектрическая пластина
заполняет все пространство между обкладками и ее диэлектри-
ческая проницаемость равна є , то емкость конденсатора будет в
є раз больше: С = еС,,. Эта емкость и войдет вместо С,, во все
формулы, в том числе и в конечный результат:

О:
И/ =-_

2єС,,` (1)
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О ' 0'=<.Н;›.
Оз »В злой абмпгш

жкрааагмшац
згрядин нет

О, Г@'
О _ .

Рис.2. Таким Володя увидел заряженный конденсатор с диэлектри-
КОМ

Володя. Сейчас... Я вижу по крайней мере еще один способ
найти эту знерптю. Может быть, он даст тот же ответ, а может
и нет. Смотрите. Что происходит с диэлектрической пластиной
(рис.2), вставленной в наш конденсатор? Она поляризуется - на
ее поверхностях возникают связанные заряды О, и -О,. Вели-
чину О, мы можем найти, если вспомним, что полное электричес-
кое поле внутри пластины, создаваемое зарядами обкладок и
поляризашаонными зарядами, должно быть в є раз меньше, чем
поле обкладок:

О О О,
"" ' т* " ' (2)е0є.Ѕ` є,,.Ѕ` є,,.Ѕ`

(поле между двумя плоскостями с зарядами О и -О равно
О/(1-:,,.Ѕ`)). Отсюда находим

О, = Ё3-о. (3)
Теперь заметим, что связанные заряды расположены вплотную
к обкладкам конденсатора. Мы можем объединить обкладку и
прилегающую к ней поверхность диэлектрика в единую заряжен-
ную плоскость, заряд которой равен

. Оо = о - о, = -.
Е

Но тогда вся наша система зарядов представляет собой две
плоскости с зарядами О' и -О', расположенные на расстоянии
4 друг от друга. А это просто воздушный конденсатор емкостью
Со, несущий заряд О'. Но его энергия равна

12 2

Ш О = Ё , со
2С0 2є Со

что в е раз меньше результата (1).
Антон. Подождите, почему конденсатор оказался вдруг воз-

душным? В нем же диэлектрик, и его емкость не Со, а еС,,.
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Володя. Нет-нет, здесь мы должны взять именно Со. Нали-
чие диэлектрика мы уже учли, когда к заряду конденсатора
добавили величину О,. Ведь все влияние, которое диэлектрик
оказывает на электростатические явления, сводится к действию
его связанных зарядов. Разве не так мы считаем, когда вычисля-
ем электрическое поле в диэлектрике? Учтя связанные заряды,
мы имеем полное право про диэлектрик забыть. Более того, мы
просто обязаны это сделать. Иначе один и тот же фактор -
наличие диэлектрика - мы учтем два раза. Согласны?

Учитель. Гм... Звучит убедительно. Действительно, прибавив
ко всем зарядам нашей системы связанные заряды, возникающие
на поверхности диэлектрика, мы вычисляем их электрическое
поле так, как если бы они находились в вакууме. Именно так
составлено уравнение (2), из которого Володя нашел величину
О,. Но вот можно ли поступать так же при вычислении энергии
этих зарядов? Это совсем не очевидно. В любом случае из ответов
(1) и (4) может быть верен только один! В своем рассуждении я
абсолютно уверен - там просто негде допустить ошибку. Мы
честно вычислили работу, затрачениую при заряде конденсато-
ра. Вся эта работа и пошла на изменение его энергии - куда же
еще?

А вот в Володином рассуж,деиии есть скользкий момент.
Вычисляя энергию, он добавил к зарядам обкладок связанные
заряды диэлектрика, после чего диэлектрик выбросил вообще,
заявив, что на энергии системы это никак не отразится.

Володя. А разве это неправда? Ведь электростатическая
энергия может быть связана только с зарядами. В глубине
диэлектрика макроскопических зарядов нет - они возникают
только на поверхности, а эти поверхностные заряды мы учли.

Учитель. Это так. Но наш диэлектрик поляризован. Если это
неполярный диэлектрик, то при поляризации положительные и
отрицательные заряды молекул смещаются в противоположные
стороны. Для того чтобы растянуть молекулы диэлектрика,
требуется совершить некоторую работу, которую логично на-
звать энергией поляризованного диэлектрика. И совсем не факт,
что эта энергия совпадает с энергией электростатического взаи-
модействия связанных зарядов, возникающих при этом на поверх-
ности нашей пластины.

Володя. Разно? А мне кажется, что это ровно она и есть.
Работа, совернтаемая при поляризации пластины, как раз и идет
на создание связанных зарядов О, и -О, .

Учитель. Знаете, у меня есть предложение. Поскольку корень
наших разногласий - диэлектрик (его энергия), логично будет
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рассмотреть проблему в чистом виде, избавившись от конденса-
тора. Представим себе, что мы выдернули нашу пластину из
конденсатора, причем сделали это настолько быстро, что заряды
внутри нее не успели сместиться - состояние поляризации
осталось прежним. Через некоторое (очень малое) время диэлект-
рик, конечно же, утратит поляризацию - ведь внешнее электри-
ческое поле отсутствует. При этом энергия, которой он обладал,
перейдет в тепло. Как найти эту энергию?

Антон. Я догадываюсь, что скажет Володя. Наша система
состоит теперь из двух плоскостей связанных зарядов ±О,,
расположенных на расстоянии сі друг от друга. По сути, это тот
же конденсатор емкостью Со, только заряженный зарядом О,.
Его энергия равна 2

0,Й/ = ----

Володя. Да, я бы искал энерптю диэлектрика именно так.
Учитель. Отлично, а теперь смотрите, как сделал бы я.

Предположим, мне удалось тем или иным способом поляризо-
вать нашу пластину, причем так, что больще никаких изменений
в окружающем мире не произошло. Например, возьмусь за
каждую молекулу руками и растяну ее до нужного состояния
(напомню, что речь идет о неполярном диэлектрике). Работа,
которую я при этом совершу, будет запасена В диэлектрике В виде
энерти И/_,. После этого вставлю поляризованную пластину в
незаряженный конденсатор и начну его заряжать. Заряды диэ-
лектрика при этом буду удерживать на месте, не позволяя
поляризации измениться. Какую работу мне придется совер-
шить, чтобы зарядить конденсатор до заряда О? Разность
потенциалов, которую проходит каждая порция заряда АО,,
теперь складывается из двух частей. Одна из них создается
связанными зарядами диэлектрика ±О, и равна

СО

Другая создается зарядами обкладок конденсатора ±О,, которые
они имеют перед переносом порции АО,:

идя:
СО

Полная работа при переносе заряда равна
. , 0, о,о о*л=2(с,+ь,)до,=--6-2до,+Еи,до,= со ча).

і ° і і
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Зарядив конденсатор, я могу отпустить молекулы диэлект-
рика - в поляризованном состоянии их будет удерживать поле
обкладок. Верну теперь систему в исходное состояние, перено-
ся порцию заряда обратно. Поляризация диэлектрика будет
при этом меняться вместе с полем обкладок - ведь заряды
молекул никто не держит. По сути, я буду разряжать обычный
конденсатор с диэлектриком, емкость которого еС,,. Энергию,
выделившуюся при разряде, лепсо найти. Для этого нужно
сделать такой же расчет, как при вычислении П/0, но только
вместо емкости Со надо взять еС,,. Можно сразу сказать,
каким будет результат?

Антон. Коне\пто, ее дает формула (1).
Уяктель. Совершенно верно. Но, поскольку все вернулось в

начальное состояние, эта энергия должна быть равна суммарной
работе, затраченной при зарядке:

И/_, + А = И/ ,

откуда мы и найдем энергию диэлектрика:

_ _ 803
И/д Ш А 2(е -1)С,, ' (6)

Володя. Ну вот, опять два разных ответа - (5) и (6). И
непонятно, какой из них правильный.

Антон. Послушайте, я, кажется, понял, как разрешить наши
сомнения! Энергию И/д мы сможем найти, если вычислим работу
по растяжению одной молекулы диэлектрика, а потом умножим
на число молекул.

Володя. Ну, это очень сложно. Нужно представлять себе
внутреннее устройство молекулы, ее электрош-тых оболочек, а

для этого, говорят, нужна кванто-
_" вая механика. Вряд ли нам это

удастся.
Антон. Нет-нет, смотрите.

Возьмем простейшую модель мо-
лекулы нашего неполярного диэ-
лектрика - два заряда 4 и -4,
цеъгтры которых в нормальном
состоянии совпадают. Если же их

-О, раздвинуть на расстояние х (сра-
стянуть› молекулу), то возникает

молекулярные заряды В ,_Ю_ внутримолекулярная сила Р., воз-
ляриэованном диэлектрика ВРаЩаЮЩая Заряды в исходН0Є
ҐМОДЄЛЬ дНт0На) положение (рис.З). Растягивая
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молекулу, мы совершаем работу против этой силы. Работа эта
идет на увеличение потетщиальной энергии деформации молеку-
лы.

Володя. Ну и как же мы найдем эту работу? Ведь для этого
нужно знать Р,.

Антон. Она нам не понадобится! Если мы начнем растягивать
все молекулы диэлектрика в отсутствие внешнего электрического
поля, нам придется преодолевать не только внутримолекулярные
силы, но и поле Е, возникающих при этом связанных зарядов.
Сила, которую нужно приложить к каждой молекуле, будет
равна

Р`(х) = Е, +4Е_,. (7)
С другой стороны, если ту же самую поляризацию диэлектрика
создало внешнее поле Е, то на каждый молекулярный заряд
действует электростатическая сила 4(Е - Е_,). Она должна быть
уравновешена внутримолекулярной силой, следовательно,

г, = <;(Е - 5,).
Таким образом, '

г(х) = дв = -Ёїїв,
(здесь я воспользовался тем что разность Е - Е, равна Е/е ).

Заметим теперь, что при смещении молекулярных зарядов на
х на поверхностях пластины возникают области нескомпенсиро-
ванното заряда толщиной :т. А значит, величину связанных
зарядов О, мы найдем, если умножим молекулярный заряд 4 на
число молекул в этой области:

О, = 41151.
где п - концентрация молекул в диэлектрике. Электрическое
поле, создаваемое этими связанными зарядами, равно

ПІЕ, А
є,,Ѕ во

Подставив этот результат в формулу для Р(.т), получаем
2е4 п1=(т)= -_;

(5 " 1)єо
Как видим, в этих условиях каждая молекула ведет себя как
пружинка жесткостью

е42п
1г=--і

(5 "1)5о .
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Володя. Здорово! И никакой квантовой механики. Теперь,
зная зависимость Е(:т), мы можем найти работу, затрачениую на
растяжение молекулы.

Антон. Конечно. Осталось только заметить, что для создания
на поверхностях пластины связанных зарядов О, каждую моле-
кулу нужно растянуть на О

_ 3її

4пЅ °
Работа, совершенная над одной молекулой, будет равна

А 1г.т2 ЄОЕ

О _ 2 2(е -1)є,,пЅ2 `
Чтобы найти полную работу, т.е. энергию поляризованного
диэлектрика, нужно умножить АО на число молекул в пластине:

2
П/__, = ші.Ѕ`А,, =

2(є - 1)є,,.Ѕ`
Володя. Но ведь это в точности результат (6)!
Антон. Конечно, ведь є,,Ѕ/4 равно Со - емкости конденсато-

ра, из которого мы выдергивали нашу пластину.
Учитель. И теперь понятно, почему именно этот ответ, а

также ответ (1) для энергии конденсатора являются верными, а
Володины результаты (4) и (5) - нет. Из решения Аъпона видно,
где у Володи возникает ошибка. Заменяя диэлектрик связанны-
МИ ЗЗРЯДЗМН, ВОЗНИКЗЮЩНМН На ЕГО ПОВЄРХНОСТЯХ, Н ВЫЧНСЛЯЯ
энергию так, как если бы эти заряды находились в вакууме, мы
не учитываем работу против внутримолекулярных сил, затрачи-
ваемую на увеличение потенциальной энергии деформации моле-
КУЛ. УЧИТЫВЗЄТСЯ ТОЛЬКО РЗООТЗ ПО ПРЄОДОЛЄНИЮ СИЛ ЭЛЄКТРНЧЄС-
кого поля, в котором находятся молекулы. Или, другими слова-
ми, только второе слагаемое в формуле (7).

Володя. Но тогда, если мы оставим только это слагаемое,
решение Антона должно дать ответ (5).

Учитель. Совершенно верно. Попробуйте сами в этом убе-
дитъся.



ИДЕАЛЬНЫЕ ПРОВОДНИКИ
И КИНЕТИЧЕСКАЯ ИНДУКТИВНОСТЬ

С. Гордюнин

В этой статье речь пойдет об идеальных индуктивностях, т.е.
о контурах и катушках из проводов с бесконечной проводимос-
тью (без омического сопротивления).

Начнем с нескольких задач. Их решение основано, в сущно-
сти, на законе Ома Ы = ПЗ- если сопротивление проводника
равно нулю, на таком проводнике не может возникнуть напряже-
ние.

Задача 1. Идеально проводящсе тонкое кольцо радиусом а,
штдуктивностью І, и массой т влетает со скоростью во в
область однородиого магнитного поля с индукцией В перпенди-
кулярно линиям поля. Требуется найти скорость кольца в поле.

Так как сопротивление кольца равно нулю, в нем не может
возникнуть ЭДС индукции. Значит, не меняется поток магнитно-
го поля через кольцо. Поток магнитного поля складывается из
потока внешнего поля, который изменяется при влете кольца от
нуля до В1та2, и потока маптитного поля индукционного тока,
возникающего в кольце и равного ЬІ. Эти потоки противополож-
ны по знаку; таким образом, в любой момент времени

Фехт (Ё) _ ЬІ($) = 0

(индекс ехт происходит от слова ехтегпаі - внешний), или в
области однородности поля

В 2

ні.1.
ЭНЄРГИЯ ВОЗННКІІІЄГО МЕ-ІҐНИТІІОГ0 ПОЛЯ ТОК21 В КОЛЬЦЄ РЕІВНЁІ

ш =Ш= (Втта2)2,

" 2 21.

Опубликовано в «Кватгте› Мг4 за 1996 год.
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По закону сохранения энергии получаем
2

то; тог +(Вт2)
2 2 21 '

откуда
22

ь= ь;-___(В:'п';_) .
2

Если из < (Бтга2) /(тІ.), кольцо отразится от границы области,
занимаемои полем, - кольцо тормозится силой Ампера, действу-
ющей на ток в кольце со стороны внешнего поля.

Задача 2. Идеальная индуктивность І. в момент времени
І = 0 замьткается на батарейку без внутреннего сопротивления
с ЭДС 5 . Найдите зависимость тока в цепи от времени.

Напряжение на индуктивности должно быть равно нулю. А
оно равно сумме (алгебраической) ЭДС батарейки 5 и ЭДС

41
самоиндукции -1.2-Ё. Таким образом,

1(:)-вёл
откуда

Вот и все. И все по законам электродинамики. Одна только
загвоздка. Откуда идеально проводящие электроны «знают»,
что им к данному моменту нужно создать ток І(±)? Ведь ни в
индуктивности, ни в кольце нет напряжения, а значит, в прово-
дах нет электрического поля. А электроны могут менять свою
кинетическую энергию только под действием электрического
поля. И если мы доверяем законам механики и электродинамики,
то должны признать, что в идеальных проводниках вполне
законно наличие ЭДС. Электроны надо ускорять! Разберемся.

Рассмотрим самую простую, но достаточную для общего
понимания ситуацию (начинать надо всегда с максимально
упрощенных задач). Пусть плоский, круглый, сделанный из
тонкого провода без сопротивления контур помещен в перпенди-
кулярное внешнее магнитное поле (не обязательно однородное).
И пусть силовые линии индукционного электрического поля в
отсутствие колечка образуют концентрические окружности, об-
щий центр которых совпадаете центром колечка. (Максимально
простая геометрия, не правда ли?) Внешнее поле начинает
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меняться, для простоты - от нуля. ЭДС итщукции в колечке
должна быть, поэтому полный поток через него не равен нулю.
Если Е, - напряженность индукционного поля, а 6, - ЭДС
индукции, то Е, = 15,/(2114), где а - радиус колечка.

Запишем второй закон Ньютона для электрона в колечке:

т -Чт = ьв,(т) = --вёл) .
4! 2па

Скорость электронов в момент т связана с током известным
соотношением І(т) = пео(т)з, где п - концентрация электронов,
з - площадь сечения провода. Выразим о через І, тогда
уравнение Ньютона приобретет вид

(тп - 2тта) 4! 6

пе2$ ді і'
То, что стоит в скобках, имеет размерность индуктивности. Это
указывает на то, что закону Ньютона для электронов в идеальном
проводнике можно придать вид закона электромагнитной индук-
ции Фарадея (с точностью до знака). Выражение в скобках
называют кинетической индуктивностью и обозначают Ь, _

Аналогия, как и следовало ожидать, идет дальше. Кинетичес-
кая энергия всех электронов проводника равна

ть* тд*
і-п-21:43 = ----,

2 2
т.е. представляется как бы магнитной энергией. Стоит задумать-
ся о феноменально согласованном действии механики Ньютона
и электродинамики Фарадея - Максвелла!

Пойдем дальше. По закону электромагнитной индукции,
с!

ёі = "Е(Фехт +11):

таким образом,
4! ті

Ьк Е = _Е(Фехт +

или
Щ

(Ь +Ь,,)'&-І = дед.

ТЄПЄРЬ ИТОГІ У*-ІЄТ Э.'ІЄКТрН'-ІЄСКОГО ПОЛЯ В ИДЄЗЛЬІІЬІХ ІІРОВОДНИКНХ

и инертности электронов просто сводится к добавлению к ин-
дуктивности контура І. - ее называют геометрической индуктив-
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НОСТЬЮ "' КИНЄТНЧЄСКОЙ ННДУКТНВНОСТИ

ті
1-,, = Ё (здесь І -- длина контура).

ЛЄ Ѕ

Вы уже догадались, что в большинстве случаев І.,,<<І.?
Сделаем оценки. Иидуктивность тонкого колечка радиусом а по
порядку величины равна (точно в школе не вычислить) І. - ров
(здесь до = 411.10" Гц/М - магнитная постоянная). Поэтому

2Ь, та 7,, 2 т
-~--2---^-_, где 1, = --Г-.
Ь пе $р,,а Ѕ пе до

При оценке надо все же учесть, что это не обычные электроны,
а какие-то <=сверхтекучие›, и все величины снабдить соответству-
ющим индексом Ѕ: тд. е_,., нд. Но тд = те - ничего другого в
металлах нет, так же и е_,. = е. А вот л_,, может быть и меньше,
чем плотность электронов в типичных металлах (возможно, они
не все ссверхтекучиеэ). И может быть (так оно и есть), нд
зависит от температуры и при некоторой температуре вообще
обращается в ноль. Мы для оценки примем, что все электроны
<сверхтекучие›, т.е. оценим минимальное значеъпте 2.2. Оказы-
вается (подставьте и убедитесь), что типичные значения
9,2 ~10*" _ 10'5 см. Существенно и замечательно, что это хотя и
малые длины, но макроскопические. Если бы получилось, к
примеру, 104 - 10'9 см, наше с самого начала макроскопическое,
т.е. усредненное по многим атомным размерам, рассмотрение
лишалось бы смысла.

Таким образом, для проводников с толщинами больше 10 мкм
кинетической индуктивностью можно спокойно пренебречь (элек-
троны лепсие, плотность их велика, а заряд «недостаточно»

мал). То, что кинетическая индук-
д тивность велика при малых сече-

ниях, понятно - заданный ток
через малое сечение требует боль-
ших скоростей зарядов, и, значит,
их кинетическая энергия растет.

Наличие кинетической индук-
тивности, однако, играет не толь-
ко познавательную роль. Рассмот-

Во рим идеально проводящий ци-
Надраьддн . линдр, длина которого Н много

тада больше его радиуса а (см. рису-
нок). Внесем его в однородное

Щ

ШІЩІШІЙ дсдтохол
А

ЕІШЗ [ОІФ
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магнитное поле, индукция Ё0 которого параллельна образую-
щей цилиндра. Если забыть про кинетическую индуктивиость, то
сразу придем к выводу, что поле внутри цилиндра полностью
отсутствует - через любой контур внутри него не может
возникнуть поток. Понятно: по поверхности течет ток, создаю-
Щий внутри цилиндра встречное магнитное поле, равное внешне-
му. Можно сказать, идеальный соленоид (без всяких обмоток).
Но такое состояние энергетически невыгодно! Ведь кинетическая
индуктивность поверхностных токов, а значит и их кинетическая
энергия, бесконечно велика (толщина нулевая). Поэтому ток
будет течь по поверхностному слою конечной толщины, следова-
тельно, и поле будет проникать в цилиндр на такую же глубину.

Покажем это, оценив энергию цилиндра во внешнем поле.
Примем, что в некотором слое толщиной 1 (1<<0) ток и поле
распределены однородно, т.е. поле в слое везде равно Во, а ток
равен І. Тогда

2 2,,, = ду, , за
214,, 2 '

где 1/,_ = 2тш7\.Н - объем цилиндра, занятый полем. (Если бы не
кинетический член, то минимум энергии требовал бы, чтобы
объем І/,_ был нулевым.) В нашем случае

тд -2па1,, =і
пЅе5Н?ь

А ток найдем по теореме о штркуляции (см. рисунок):
12 В Н

В0,1=|.І.0І_,И І:--2--.
Н но

Таким образом,
2 2

И/=Ё-9--2лаН А+Зі'- _
211,, Ъ

Все, конечно, знают, что минимум скобки достигается при
равенстве двух слагаемых; значит, А = Ж, . Поле иток проникают
в идеальный проводник на глубину 12, из проводников меньших
размеров поле не вытесняется!

Величина А., называется лондононской глубиной проникно-
вения магнитного поля. Ее впервые получил более шестидесяти
лет назад в первой удачной теории сверхпроводимости известный
английский физик Ф.Лондон.
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ОСТОРОЖНО: МАГНИТ!-ІОЕ ПОЛЕ

А. Черноуцан
Закон сохранения энергии является, как известно, мощным

инструментом решения задач. Он позволяет не выяснять деталей
процессов, происходящих при переходе системы из начального
состояния в конечное, а непосредственно связывать параметры
этих состояний. Закон позволяет также рассчитать работу,
которую совершили внешние силы при изменении состояния.
Однако неаккуратное применение закона сохранения энергии
может привести к неправильным и даже парадоксальным резуль-
татам.

Напомним известный пример. Работа внешних сил, затрачен-
ная на медленное увеличение расстояния между пласт:-птами
плоского конденсатора от 4, до 42, равна изменению энергии
конденсатора только в том случае, когда пластины отключены от
исто'-птика:

А _ ш _ ру _ Ё _ Ё
ви 2 І 2С2 2С, 1

где С, = є,,Ѕ/4, (здесь Ѕ - площадь каждой пластины, 5,, -
электрическая постоянная), С2 = е,,.Ѕ`/42 (заметим, что С2 < С, ).
Если же попытаться рассчитать таким образом работу для
конденсатора, подключенного к источнику тока, она получится
отрицательной, что наверняка неправильно - пластины в любом
случае притягиваются друг к другу. Выход из положения
известен - надо учесть работу сторонних сил источника:

АМ, +6А4 = И/2 - И/,,

или
2 2А... - аси - са - % - %,

Опубликовано в <Кванте» .\ЪЗ за 1999 год.
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ОТКУДЕІ С 6 2 С 2

А = 1 - _ 26 І

'Н 2 2
где 5 - электродвижушая сила источника.

С ЕІНЗЛОГИЧНЬІМН ИЛИ ДЗЖЄ ООЛЄЄ НЄ0)КИ,ДЕІННЬ1МИ СНТУЗЦНЯМИ
и спарадоксамиь можно встретиться при использовании закона
сохранения энергии в применении к магнитному полю. Для
наглядности мы сравним поведение во внешнем поле двух
простейших систем: плоского конденсатора и соленоида. При
расчете энергии собственное поле этих объектов можно считать
однородным, что позволит нам использовать формулы для
объемной плотности энергии; внешнее поле тоже будем считать
однородным. Однако для начала нам надо собрать вместе и
обсудить некоторые формулы.

Поле конденсатора н поле соленоида. Напряженность элек-
трического поля плоского кот-щенсатора выражается через поверх-
ностную плотность заряда его пластин:

о о
а энергия плоского конденсатора - через объемную плотность
энергии поля:

2

и/=-52;-Ё-~5а=а›-У.

Таким же образом можно найти энергию в любом объеме,
содержащем однородное электрическое поле. Например, если
заряженный конденсатор поместить во внешнее однородное поле
Е , направленное противоположно собственному полю конденса-
тора, внутри конденсатора будет заключена энергия

П/ = є0(Е;ЕК)2 _Ѕа,

Формулы для магнитного поля выглядят достаточно просто
и весьма похоже. Хотя в школьном учебнике эти формулы
отсутствуют, их приводят во многих пособиях для классов и
школ с углубленным изучением математики и физики. Магнит-
ные формулы, записанные в единицах СИ, содержат магнитную
постоянную ро, связанную с электрической постоянной со и
скоростью света в вакууме с простым соотношением:

1 __, _ 2
|.1,,=т=4л-10 Ін,м.

еос
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Эта постоянная играет в магнитных формулах такую же роль,
как электрическая постоянная - в электрических.

Магнитная индукция внутри соленоида длиной І с числом
витков Н, по которому течет ток силой І , равна

М .
Вс =|›10ІТ= 1101»

где і - ток, приходящийся на единицу длины соленоида (поверх-
ностная плотность тока). Направление поля определяется по
правилу буравчика: вращаем ру=п<у по току, буравчик движется
по полю. Объемная плотность энергии магнитного поля равна

ит вў
Ш:-=:.

У 2|.т,,
-О

Если поместить соленоид во внешнее мап-титное поле В , направ-
ленное параллельно собственному полю, то внутри соленоида
будет заключена энергия

(В+&Ґти:--Шзд
2|.т,,

где Ѕ - площадь сечения соленоида.
Для того чтобы иметь возможность вычислить работу по

повороту конденсатора и соленоида во внешнем поле, нам надо
вспомнить о поведении во внешнем поле простейших объектов -
электрического диполя и витка с током.

Электрический дтшолъ и виток с током. Электрическим
диполем называется система из двух

+45 точечных зарядов +4 и -4, находя-
щихся на расстоянии 4 друг от друга.
Электрический диполь обладает ди-
польным моментом

-'Р -Ъ

Р=чЩ
-9

где вектор 4 направлен от отрица-
тельного заряда к положительному.

Е ,2 Р На электрический диполь в,однород-
ном электрическом поле В (рис.1)

'Ч действует вращательный момент

ҐП
22,.Ё

+

Щ-Щ

М = 4Е4зіпо: = рЕзіпа.
-Ь -Ф

где о. - угол между векторами р и Е .
'ЧЕ Поскольку сумма сил. действующих

Рис.1 на заряды диполя со стороны поля,
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равна НУЛЮ, ВРЕІЩЗТЕЛЬНЬІП МОМЕНТ ЬІМЕЕЕ ОДИНЗКОВЫЕ ЗНЗЧЕНИЯ

для любой оси (перпендикулярной р и Е ). При этом у диполя
есть только одно устойчивое положет-п-те равновесия, при котором
дипольный момент параллелен напряженности внешнего поля
(противоположное, антипараллельное, положение соответствует
неустойчивому равновесию).

Работу силы БА при повороте диполя на малый угол ба
можно выразить через врашательный момент:

_ м=мш.
Тогда для работы поля по повороту диполя на угол от из
ПОЛОЖЕНИЯ РЗВНОВЕСНЯ МОЖНО ЗЗПИС-ЗТЬ

ст

АБ = -ІрЕзіпо! -4:1 =-рЕ(1 - сова).
0

Эта работа отрицательна, а работа внешних сил при медленном
повороте диполя из положения равновесия положительна:

Ад, = рЕ(1 - сова).
Видно, что потенциальная энергия диполя во внешнем поле
равна

И/,, = -рЕ сова.
(Можно было начать с вывода формулы для энергии - подумай-
те, как это сделать, - и из нее получить выражение для работы.)
Минимальная энергия (-рЕ) соответствует устойчивому положе-
нию равновесия.

Очень похожими свойствами обладает виток с постоянным
током, находящийся в однородном магнитном поле. Для просто-
ты рассмотрим виток прямоугольной формы со сторонами а и Ь
и будем поворачивать его относительно оси ОО', проходящей
через середины прртивоположных сторон и перпендикулярной
магнитному полю В (рис.2). Момент сил Ампера, действующих
на две стороны контура, которые
параллельны оси вращения, равен

ВЬ
М = 2!Ваїзіпа = В!Ѕзіпст, З сс

“ПЪ

ГДЕ О. “ УГОЛ МЕЖДУ НОРМЁЬЛЬЮ П К І В

ПЛОСКОСТИ ВИТКЗ И ПОЛЕМ В . ОТМЕ-
Р` ' .тим, что нормаль надо проводить ^ О рт ,1

вполне определенным образом -
по движению буравчика, рукоятка Рис. 2
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которого поворачивается в плоскости витка в направлении
протекания тока. Если для характеристики свойств витка ввести

-Р

магнитный момент рт , направленный вдоль указанной нормали
и равный

рт = ІЅ _

то все свойства витка во внешнем магнитном поле окажутся
формально идентичными свойствам электрического дипо.ля во
внешнем электрическом поле. Так, у витка есть одно устойчивое

-Р -Ъ

положение равновесия, при котором рт параллелен В, и работа
внешних сил при медленном повороте витка из положения
равновесия на угол ст, равна

Ан, = ртВ(1 - сова).
Более того, если чисто формально ввести потенштальную функ-
цию (имеющую смысл потенциальной энергии) витка во внеш-
НЕМ ПОЛЕ І

И/,, = -ртВсо5от,

то работа внешних сил будет равна АН/,,.
Интересно отметить, что формальная аналогия между ди-

польным и магнитным моментами имеет важное значение для
описания диэлектрических и магнитных свойств вещества. Поля-
ризация диэлектрика, состоящего из полярных молекул (т.е.
обладающих собствеъптым дипольньтм моментом), происходит за
счет преимущественной ориентации этих дипольных моментов в
направлении поля. Степень ориентации определяется соотноше-
нием между выигрышем в энергии, равным рЕ, и характерной
энергией теплового движения, которая равна ІгТ (здесь Ь -
постоянная Больцмана, Т температура). Совершенно так же
происходит намагничивание парамагнетиков, молекулы кото-
рых обладают собственным магнитным моментом и стремятся
сориентироваться по магнитному полю.

Заметим, что полученные нами выражения годятся и для
конденсатора во внешнем поле Е (в этом случае дипольный
момент равен р = 44, где 4 - заряд пластин конденсатора), и для

-О

соленоида во внешнем поле В (в этом случае рт = ЫІЅ).
Поворачнвание конденсатора н соленоида. Повернем кон-

денсатор и соленоид на 180° из положения устойчивого равнове-
сия. Рассчитаем работу, которую совершили внешние силы в
каждом случае, и сравним ее с соответствующим изменением
энергии.
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Работа в обоих случаях положительна. Для конденсатора в
-Ъ

поле Е она равна _
А,,,, = 2рЕ = 244Е =2є,,Е,,Ѕ4Е = 2є,,Е,,Е -Ѕ4

(Е, - поле конденсатора), а для соленоида в поле Ё -

4,, = 2р,,в = гшзв = 25-вгв = 2Ё±Ё-51
1-10 1-10

(Вс - поле соленоида).
Однако с изменением энергии все не так просто. Самое важное

различие между конденсатором и соленоидом состоит в том, что
в положении устойчивого
равновесия поле конденса- Е В

-Р

тора Е, направлено против +4
внешнего поля Е, а поле Е.. 5,,

-Ь "Чсоленоида Вс направлено
-9

вдоль внешнего поля В
(рис.З). При повороте на 180°
ИЗМЕНЕНИЕ ЗНЕРГИИ ЭЛЕІҐГРИЧЕСКОГО ПОЛЯ В КОНДЕНСЗТОРЕ ПОЛОЖИ-
ТЕЛЬНОІ

Рис. 3

2 2

ди/ =  .$а-є°(Е;Е“) -за =2ь,,вв,, _$а
и равно работе внешних сил. Напротив, изменение энергии
магнитного поля в соленоиде отрицательно:

2 2

Ал/=і.Ѕ,_і.$,=-2%.5,
2и, 2и, во

и равно работе внешних сил только по модулю.
Как же объяснить такое расхождение?
Работа источника. Но это не все Естественное объясне-

ние, возникающее из аналогии с электростатикой, состоит в
необходимости учесть работу источника. Продемонстрируем, как
это сделать для расчета работы, которую необходимо совершить
для поворота на 180° конденсатора, соединенного с источником
тока (рис.4). Поскольку полное поле внутри конденсатора до и
после поворота равно Б/4 , Е Е
энергия поля вообще не изме- О 2,
няется, и закон сохранения
энергии принимает вид -О]

Ани + Аист = РИС. 4

її
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Поле, создаваемое зарядами конденсатора, до поворота равно
6/4 + Е , а после поворота составляет 6/4 - Е; следовательно,
заряд на пластине, подключенной к положт-гтельному полюсу
источника, изменяется на А4 от є,,(6/4 + Е).Ѕ` до є,,(<'5/4 - Е)Ѕ.
Работа источника при этом отрицательна и равна

А,,,_, = БА4 = -2є,,6ЕЅ,
а работа внешних сил положнтельна и равна

А,,,, = 2є,,ё`Е.Ѕ`.
Теперь обратимся к соленоиду. Источник, поддерживающий

постоянное значение тока І , совершает при повороте соленоида
дополнительную работу против сто'ронних сил, возникающих
вследствие явления электромагнитной индукции. При малом
изменении магнитного потока работа источника равна

АФавт = (-в,,,,_,)а<; =їнп = мо,
а за все время поворота -

вв
лю = 1((в, - в)5~ - (вс + в)5~) = -2155” = -2-Ь* ~ 51.

О

Видно, что работа источника в точности равна по величине, но
противоположна по знаку механической работе внешних сил при
повороте соленоида. Этому есть простое объяснение. Дело в том,
что полная работа сил, действующих на_,заряды соленоида со
стороны постоянного магнитного поля В, равна нулю (сила
Лоренца перпендикулярна скорости и работу не совершает).
Маптитное поле совершает при повороте соленоида отрицатель-
ную механическую работу и точно такую же по величине
положительную работу (в качестве сторот-шей силы) над заряда-
ми замкнутого контура.

Но как же быть с законом сохранения энергии? Если записать
его в виде

А_,,+А,,п =АИ/,
то получается, что левая часть равна нулю, а правая отлична от
нуля и отрицательна.

Чего же мы еще не учли?
Откуда берется внешнее_,магнитное поле? Разгадка кроется

В СЛЕДУЮЩЕМ. ВНЕШНЕЕ ПОЛЕ В ТОЖЕ СОЗДЗЕТСЯ К&КИМИ'ТО ТОКЗМИ.

Можно, например, представить себе, что наш соленоид находит-
ся в центре соленоида значительно больших размеров. При

-У
повороте нашего соленоида на токи, создающие поле В , действу-
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ет ЭДС индукции, и источник, поддерживающий постоянство
этих токов, совершает дополнительную работу. В написанном
выше законе сохранения энерпти АНС, должна включать в себя
как работу источника в нашем поворачивающемся соленоиде, так
и работу источника, поддерживающего постоянным внешнее
поле І-Іо сразу же возникает резонный (и на первый взгляд
безнадежный) вопрос: как можно вычислить работу этого источ-
ника, если даже не известна форма токов, создающих внешнее
поле?

Ответ на этот вопрос дает очень важная для электродинамики
теорема взаимности, которую мы сформулируем следующим
образом. Рассмотрим два контура с токами І, и І2. При данном
расположении контуров магнитный поток, порождаемый в пер-
вом контуре магнитным полем, которое создано током второго
контура, равен Ф,2 = Ь,2І ; обратное соотношение имеет вид
Ф2, = Ь2,І,. Введенные коэффициенты, характеризующие влия-
ние контуров друг на друга, называются коэффициентами взаим-
ной индукции. Теорема взаимности утверждает, что эти два
коэффициента равны друг другу: І.,2 = 1.2,.

С помощью этой теоремы мы сможем узнать, как поворот
тіашего соленоида влияет на внешний контур, создающий поле
В. Пусть ток в этом внешнем контуре равен І . Поворот нашего
соленоида приводит к изменению потока во внешнем контуре,
вьтзванному изменением коэффициента взаимной индукции:
АФ = АЬ2,І . Источник в этом внешнем контуре совершит работу

Дж, = їл-:Ъ = їш.,2т = шо = ат.
Значит, работа источника во внешнем контуре в точности равна
работе источника в самом поворачивающемся соленоиде, которая
отрицательна и в точности равна изменению энергии матитното
поля.

Согластп-есь, что сспасениетъ закона сохранения энергии
потребовало от нас изрядных усилий и привлечения довольно-
таки «тяжелой артиллерии›!



ДАВЛЕНИЕ ПОЛЯ

А. Черноуцан

Увидев название статьи, читатель, возможно, подумает, что
речь пойдет о давлении света (электромагнитного поля). Это
явление обсуждается в школьном курсе. Его объяснение стано-
вится особенно понятным, если рассматривать свет кау поток
фотонов, каждый из которых обладает определенный импуль-
оом. При отражении от тела или поглощения им фотонов
происходит изменетше их импульса, а это означает, что на тело
действует сила давления. При таком подходе давлетше света
становится весьма похожим на давление идеального газа, моле-
кулярно-кинетическое объяснение которого связано с ударами
молекул о поверхность. Если же поставить себе цель объяснить
давление света, не выходя за рамки электромагтптгной теории, то
происхождение силы надо связать с воздействием магнитного
поля волны на упорядочетпчо движущиеся заряды вещества, что
вызывается другим компонентом волны - ее электрическим
полем.

Однако не имеет смысла дальше углубляться в обсуждение
давления электромагнитных волн, потому что эта статья посвя-
щена совсем другому явлению - давлению статического поля,
как электрического, так и маптитного. Понятно, что в этом случае
не может быть речи об изменении импульса, поэтому сам термин
«давление» можно считать условным. Тем не менее в научно-
популярных статьях и книгах вы можете встретиться с таким
понятием. Читая, например, о создании сверхсильного магнитно-
го поля, можно узнать, что одну из основных проблем представ-
ляет давление этого поля на стенки соленоида. Это тесно связано
с возможностью создания управляемого термоядерного синтеза,
где встает задача удержания раскаленной плазмы сильным
магнитным полем (<-магнитной ловушкойь). Однако начнем мы
НЕ С МЗГНИТНОГО ПОЛЯ, 3 С ООЛЕЄ ПОНЯТНОГО ШКОЛЬНИКУ _ ПОЛЯ
ЭЛЕКТРОСТЗТИЧЕСКОГО .

Опубликовано в <Кванте› Мб за 1999 год.
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Давление электрического поля. Разберемся с механизмом
возникновения давления электростатического поля на заряжен-
ную поверхность, которое возникает в том случае, если напря-
женности полей по разные стороны этой поверхности различны.
Начнем, как всегда, с самого простого случая - заряженного
плоского конденсатора. Напряженность поля внутри конденса-
тора равна

о
Е=_

ео*
где ст = 4/Ѕ - поверхностная плотность заряда. При вычисле-
нии силы, действующей на единицу площади одной из пластин,
надо учитывать только поле другой пластины, равное Е/ 2 (сама
на себя пластина не действует):

Р 5 ь,в*
р = -_ = --О = -_--- _

Ѕ 2 2
Обсудим полученный результат.
Во-первых, давление выражается через напряженность поля,

существующего с одной стороны от пластины (поле вне конден-
сатора пренебрежимо мало). Во-вторых, сила, действующая на
пластину, направлена внутрь конденсатора - пластины притяги-
ВЗІОТСЯ. ЭТО ЗНЗЧИТ, ЧТО ЕСЛИ МЫ ХОТИМ ПРИҐҐИСЗТЬ ЭЛЕКТрИЧЕСКО'

МУ ПОЛЮ ДЗВЛЕІ-ІИЕ, ТО МЫ ДОЛЖНЬІ СЧИТЄІТЬ ЭТО ДЕІВЛЕНИЕ ОТРИЦЗ-

тельным (поле не <давит›, а «тянет›!). И наконец, в-третьих,
давление поля совпадает по величине с объемной плотностью
электрического поля. В итоге можно написать

И/ є,,Е2
=- =-і:-------_ 1р ее У 2 ()

Перечисленные свойства становятся вполне естественными,
если посмотреть на них с точки зрения закона сохранения
энергии. Рассмотрим изолированный (отключенный от источни-
ка) плоский конденсатор. Прикладьтвая внешнюю силу, медлен-
но увеличим расстояние между пластинами на Ах. Поскольку
напряженность поля между пластинами не изменится (она
зависит только от 0), энергия поля увеличится на и›.Ѕ`А.-т.
Следовательно, внешняя сила должна совершить положитель-
ную работу ЕМ, а сила давления поля - отрицательную
работу -р.Ѕ`Ах. Таким образом, давление поля должно быть
отрицательным и равным объемной плотности энергии.

Формула (1) действует и в случае заряженной поверхности
любой формы, если напряженность поля по одну сторону от нее
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равна нулю. Важный пример: на участок поверхности проводни-
ка площадью А.Ѕ`, возле которого напряженность поля равна Е,
действует наружу сила, равная АР = (є,,Е2 /2)А5 _ Не останав-
ливаясь на обосновании этого утверждения, обсудим сразу
общую формулировку: если по одну сторону от заряженной
поверхности напряженность поля равна Е, , а по другую Е2, то
в направлении от первой области ко второй действует сила,
обусловленная давлением

2 2

р=%(:5д._Ё%54__ (2)

Эту формулу можно обосновать тремя способами. Самый
простой и естественный - энергетический. Надо мысленно
сместить поверхность на Ах и приравнять работу внешней силы
к изменению энергии поля. (Работа силы давления со стороны

О поля равна работе внешней силы,
взятой с противоположным знаком.)

Ь-,<_ її!-_,-2 Можно, как и в случае плоского
Е_› ____)Е конденсатора, отделить собственное

'Н ІІІ поле от внешнего (рис.1). Будем
(і і) счнтать, что оба поля перпендику-
Еаа БЫ лярны заряжеъптой поверхности; дей-

ствительно, касательная составляю-
Ж+ щая поля (если она есть) имеет одно
Рис-7 и то же значение по обе стороны

поверхности (это утверждение сле-
дует из потенциальности поля - подумайте сами, каким обра-
зом) и сокращается в формуле для давления. Для собственного
поля ЕШ, и внешнего поля Е", получим соотношения

Е1= Бин _ Есоб'

Е, = ви + вы
Собственное поле вблизи поверхности неотличимо от поля плос-
кости, т.е. ЕМ = ст/(2е,,). Выражая из этих уравнений Е,,,, и ст:

Е Ев,,_=4-`%,з=ь,(в,-в,), <з›
найдем давление:

р = сЕш
и получим формулу (2).
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Чтобы почувствоватъ, что давле-
ние определяется именно полным
полем, а разделение поля на внешнее
и собственное является только искус-
ственным приемом, рассмотрим силу,
действующую на тонкий слой объем-
ного заряда (рис.2). Внутри слоя
напряженность плавно меняется от
Е, на одной поверхности до Е2 на
другой. Если объемная плотность
заряда р постоянна, то напряжен-
ность поля меняется линейно и сила,
действующая на площадку площадью Ѕ, выражается через
среднюю напряженность поля:

Е+Е Е+Е єЕ2 є

Е Ъ
Ж

Е.

Рис. 2

2 ° '

,._.,*дэтгт'т".-,.-"1- :д,_,_,,.а.-Ц.=-1_ _,

Ё_=,"___- ,___ус

- -._.^___\-- _=1д,сд.*_$.;_ї-_..11т1_і*_

за

“Ц-
.__ _. І

-Ё-Ё-'

і›
5:

Е2г=з.;%-=, (Е,-ь,;э..%- ў-ў 5,
где ст = ра - заряд единицы поверхности слоя. Связь между о
Е, и Е2 можно получить с помощью теоремы Гаусса (если
знакомы с этой теоремой) или же рас-
суждениями с внешним и собственным
полями, приведшими к формуле (З). [ўё-2,

При произвольной зависимости
поступим следующим образом. Раздетптм слой 2, 2
на много тонких слоев толщиной 4.1: и про 2 - Е(х
суммируем силы, действующие на эти слои Ё
(рис.З): |.Ж..|

г = І в(;)р(±).єг±,

Изменение напряженности на очередном слое равно (для доказа

Р(1=)
` і

|' -1"х_ 2
: 1
17,.-,_ 1

Рис. 3

х)

Е(х + 4:)

тельства используйте теорему Гаусса; см. также формулу (3))

д5=Е_д5._
во

Для давления получаем
2 2 2

р - Ё - ІЕє 4Е - -ЬЕ2 - 251_. _ 0 _ _
5 І 2 2

Отметим важную особенность: в случае объемного заряда не надо
выделять собственное поле. Причина в том, что при уменьшении
толщины слоя его собственное поле стремится к нутпо
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Давление магнитного поля. В случае магнитного поля мы
сталкиваемся с двумя трудностями. Одна из них - чисто
методическая. Дело в том, что в обычном (не расширенном)
школьном курсе нет формул для матитной индукции, создава-
емой элементом тока (закон Био-Савара), током в прямом
проводе, катушкой (соленоидом) с током, а также нет формулы
для объемной плотности энергии магнитного поля. Мы ограни-
чимся случаем длинного соленоида (все обобщения проводятся
аналогично электрическому полю), поле в котором почти всюду
(кроме концов) однородно и равно

Ы .
В=|.10І'-І-=`|.І01. (4)

Здесь |-10 = 1/(11002) = 411:-10'7 Гн/м - магнитная постоянная,
І - длина соленоида, Ы - число витков, і - поверхностная
плотность тока (ток на единицу длины), во многом аналогичная
поверхностной плотности заряда в электростатике. Направление
поля находят по движению буравчика, который вращают в
направлении тока. Вычислив мапгитный поток в соленоиде Ф =
=МВЅ, можно выразить индуктивность Ь = Ф/І и энертю
соленоида П/ = Ц2/2. Разделив энергию на объем соленоида,
получим выражение для объемной плотности энергии магнитно-
го поля (проверьте это):

и/ в*
[0=і=і-

У 2р0
Вторая трудность носит принципиальный характер. Как было

показано в предыдущей статье <=Осторожно: магнитное поле»,
неаккуратное применение энергетичес-

~..7-дк ттт ких соотношений в задачах с магнит-
,д_ дт тд ным полем может привести к кажу-

5 Ё 5 = 0 шимся парадоксам и противоречиям.
.:. С аналогичной ситуацией мы столк-
_д, немся и при обсуждении давления маг-

Выт -ї' ТВ... нитного поля.
251 Вычисление силы, действующей на

Быт ':' 1 ВМ небольшой прямоугольный участок АЅ
поверхности соленоида, проведем с

Ё: помошью рассуждений, аналогичных
,Ґ электростатике (рис.4). Поле возле

"`-------"' поверхности разделим на собственное
рт-,_ 4 поле ВШ, (очень близко к поверхности
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оно должно быть равно полю бесконечной плоскости с током) и
внешнее поле Вы (поле, создаваемое остальными участками
соленоида). Получим

В = ВШ + ВМ,

о=вш-вт.
Отсюда следует, что Вы = Вы = В/2. Величину силы найдем
из закона Ампера (с учетом формулы (4)):

2
аг = В,н(іы)м = -Ё-АЅ,

2|.10
где Ы - ширина участка вдоль соленоида, а Ад - его длина
вдоль тока. `

На первый взгляд все выглядит замечательно и совершенно
аналогично электростатике - давление поля численно совпада-
ет с плотностью энергии мапштного поля. Но после определения
направления силы по правилу левой руки мы обнаруживаем
существенное различие: сила направлена наружу, т.е. давление
магнитного поля надо, в отличие от электрического случая,
считать положительным.

Казалось бы, ничего плохого в этом нет - наоборот, такой
ответ лучше согласуется с привычным представлением о давле-
нии. Однако нетрудно обнаружить, что В этом случае немедленно
возникают трудности с законом сохранения энергии. Действи-
тельно, при мысленном смещении поверхности с током, напри-
мер, в сторону поля (при уменьшении радиуса соленоида)
внешние силы совершают положительную работу против магнит-
ных сил, а объем соленоида, содержащий магнитное поле,
уменьшается - значит, уменьшается и энергия поля! Как же
объяснить такое противоречие?

Причина в том, что мы не учли работу источника, необходи-
мую для поддержания постоянного тока соленоида, - а только
при этом условии величина магнитной индукции н соленоиде не
изменится. Дополнительная работа источника должна скомпен-
сировать работу ЭДС самоиндукции, возникающую при умень-
шении магнитного потока в соленоиде. На рассматриваемом
участке при смещении внутрь на расстояние Ах изменение
потока ранно

АФ = --ВАІАЁ,

нозннкаюшая на этом участке ЭДС самоиндукции равна
АФ

Є- *та



а работа источника против ЭДС самоиндукции равна (с учетом
формулы (4))

в на в*А - є да- М дым- ат/,нет _ _ сам __-`і_'_ "' _ __Аі но
где Ац - заряд, прошедший через этот участок за время Аг.
Получаем, =гго работа внешней силы вместе с работой источника
в точности равняется изменению энергии!
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